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PREFACE 

DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 


Le  présent  Ouvrage  est  destiné  à  former  la  première  partie 
d'une  étude  de  la  Mécanique  de  la  Relativité;  il  condense, 
sans  toutefois  pénétrer  encore  dans  le  domaine  relativiste, 
les  notions  mathématiques  qui  sont  à  la  base  de  toute  étude 
sérieuse  de  cette  théorie.  Ces  notions  ont  du  reste  un  champ 
d'applications  beaucoup  plus  vaste  et  quand  bien  même,  ce 
que  nous  ne  pensons  pas,  la  théorie  de  la  Relativité  perdrait 
toute  importance  physique,  il  lui  resterait  néanmoins  le 
mérite  d'avoir  créé  un  important  courant  d'idées  et  d'avoir 
contribué  à  une  sorte  de  renaissance  de  la  Géométrie  à 
laquelle  elle  a  ouvert  toute  une  voie  nouvelle. 

L'instrument  mathématique  qui  forme  la  base  de  l'Ou- 
vrage est  le  Calcul  Tensoriel;  c'est  au  fond  une  étude  systé- 
matique des  formes  et  des  transformations  linéaires ^On 
peut  évidemment  initier  au  Calcul  Tensoriel  en  partant  tout 
d'abord  d'exemples  soigneusement  choisis  et  convenable- 
ment généralisés.  Nous  avons  cependant  préféré  nous  placer 
au  début  à  un  point  de  vue  purement  algébrique  et  dégager 
la  notion  de  tenseur  de  toute  considération  géométrique  ou 
mécanique.  Lorsque  le  lecteur  se  sera  assimilé  les  règles  qui 
régissent  ces  éléments  (règles  qui  sont  au  fond  d'une  extrême 
simplicité),  il   n'en  comprendra  que    mieux   l'étendue  du 
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champ  des  applications.  Nous  avons  du  reste  multiplié  ces 
dernières  en  les  tirant  du  domaine  géométrique  et  aussi  de 
celui  de  la  Mécanique  classique  qu'elles  éclairent  souvent 
d'un  jour  nouveau. 

Nous  nous  sommes  efforcés  de  mettre  en  évidence,  de  la 
façon  la  plus  nette  possible,  toutes  les  idées  qui  nous  ont 
paru  importantes;  c'est  ainsi  que  nous  n'avons  pas  hésité,  à 
propos  de  la  géométrie  de  Weyl,  à  effleurer  d'un  mot,  bien 
insuffisant  certainement,  les  travaux  de  M.  Cartan.  Mais 
l'Ouvrage,  tel  que  nous  l'avons  compris,  n'a  cependant 
aucun  caractère  encyclopédique  et  nous  serions  heureux  s'il 
pouvait  simplement  rendre  quelques  services  aux  étudiants 
désireux  de  s'initier  à  cette  branche  de  la  Science. 

A  part  quelques  additions  et  quelques  modifications,  les 
matières  traitées  ici  ont  fait  l'objet  d'un  cours  professé  par 
M.  Thiry  à  l'Université  de  Strasbourg  en  1922,  à  l'excep- 
tion du  premier  et  du  dernier  Chapitre.  Ceux-ci,  qui  enca- 
drent en  quelque  sorte  le  reste,  sont  inspirés  d'une  rédaction 
d'un  cours  de  M.  Emile  Borel,  faite  par  l'un  de  ses  auditeurs 
M.  H.  Mineur. 

Je  veux,  en  terminant,  remercier  M.  Thiry  dont  la  colla- 
boration m'a  été  très  précieuse  pour  l'établissement  de  ce 
volume. 

Boulogne-sur-Seine,  i^'  décembre  1920. 


Paul  APPELL. 


PREFACE 

DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


Le  premier  fascicule  du  Tome  IV  du  Traité  de  Mécanique 
de  M.  Paul  Appell  a  été  réimprimé  Tan  dernier,  après  avoir 
été  revu  et  augmenté  par  M.  Véronnet.  C'est  maintenant  le 
Tome  V  qui  se  trouve  épuisé  et  dont  il  est  nécessaire  de 
publier  une  nouvelle  édition  afin  de  maintenir  toujours  au 
complet  le  Traité  ae  Mécanique  rationnelle.  On  sait  quelle 
influence  considérable  cet  Ouvrage  magistral  a  exercé  sur 
renseignement  de  la  mécanique  en  France  et  à  Tétranger. 
Les  amis,  les  disciples  de  Paul  Appell,  fidèles  à  sa  mémoire, 
veilleront  sur  ses  réimpressions  successives  de  manière  qu'il 
puisse  continuer  pendant  longtemps  encore  à  rendre  des 
services  à  la  science  et  à  renseignement. 

Lorsque  parut  la  première  édition  de  ce  Tome  V ,  M .  Appell 
était  déjà  gravement  malade  et  il  n'a  pas  pu,  comme  il  en 
avait  eu  l'intention,  assurer  lui-même  une  partie  de  la 
rédaction  de  ce  volume.  Il  a  dû  se  contenter  d'en  donner  les 
directives  générales  et  c'est  M.  Thiry  qui  s'est  chargé  de  la 
rédaction  et  de  la  mise  au  point  de  l'ensemble  de  l'Ouvrage. 
C'est  avec  plaisir  que  je  saisis  cette  occasion  de  préciser 
la  contribution  très  importante  apportée  par  M.  Thiry  à  ce 
volume. 

L'édition  nouvelle  ne  diffère  que  très  peu  de  la  précédente. 
On  a  cependant  corrigé  quelques  fautes  typographiques,  et 
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apporté  à  la  rédaction  quelques  améliorations  de  détail.  La 
Maison  Gauthier-Villars  continue  à  donner  tous  ses  soins  à 
la  présentation  soignée  et  à  la  diffusion  du  Traité  de  Méca- 
nique rationnelle.  Ce  traité  aura  sa  place  dans  toutes  les 
bibliothèques  mathématiques  et  sur  la  table  de  tous  les 
étudiants  pendant  de  longues  années  encore,  et  le  nom  de 
Paul  Appell  restera  inséparable  de  renseignement  de  la 
Mécanique  rationnelle  ef  des  recherches  scientifiques  tendant 
à  faire  progresser  cette  science  fondamentale. 


Paris,  février  igSS. 


Emilk  BOREL. 


ÉLÉMENTS 


DE 


CALCUL  TENSORIEL 

APPLICATIOINS  GÉOMÉTRIQUES 
ET  MÉCANIQUES 


CHAPITRE  I. 

RAPPEL  DES  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES 
DES  FORMES  LINÉAIRES  ET  QUADRATIQUES. 


Avant  d'aborder  les  développements  malhématiqiies  qui  sont  l'objet  de 
cette  première  partie  de  TOuvrage,  nous  avons  pensé  qu'il  n'était  peut-être 
pas  inutile  de  rappeler  sommairement  les  théorèmes  fondamentaux  concer- 
nant les  formes  linéaires  et  les  formes  quadratiques.  Cette  étude  sera  une 
excellente  introduction  aux  méthodes  du  calcul  tensoriel  dont  nous  adop- 
terons du  reste  les  notations  spéciales.  Néanmoins,  elle  pourra  être  laissée 
de  côté,  sans  aucun  inconvénient,  par  les  lecteurs  auxquels  les  théories 
qu'elle  expose  paraîtraient  trop  familières  et  nous  ne  donnerons  pas  le 
détail  de  quelques  démonstrations  d'un  caractère  trop  élémentaire.  C'est 
pour  ces  raisons  que  nous  avons  tenu  à  diiïérentier  ce  premier  Chapitre 
par   un  caractère   typographique  spécial. 

I.  —  FORMES  LINÉAIRES  ET  SUBSTITUTIONS  LINÉAIRES. 

i.  Rappel  de  quelques  propriétés  des  déterminants.  —  Considé- 
rons un  tableau  rectangulaire  T,  formé  avec  des  nombres  disposés  suivant 
n  colonnes  et  p  lignes 

«11       ai2        .  .  .       Cl\n 
^j>l      ^/>2       •  •  •       ^pn 

tableau  que  nous  représenterons  par  la  notation  simplifiée 

H  a/A  II  ,  t   =  I,    2,     ...,   /?,  /   =  I,    2,     .  .  .,     Al. 
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En  supprimant  dans  ce  tableau  un  certain  nombre  de  lignes  et  de  co- 
lonnes, on  peut  en  déduire  une  série  de  déterminants  dont  l'ordre  est  au 
plus  égal  au   plus  petit  des  deux  nombres  n  et  p. 

Parmi  tous  les  déterminants  qu'il  est  ainsi  possible  de  former,  on  consi- 
dère ceux  qui  ne  sont  pas  nuls  et  parmi  ceux-là  ceux  dont  l'ordre  est  le 
plus  grand.  Cet  ordre  maximum  s'appellera  le  rang  du  tableau  rectangu- 
laire et  l'un  quelconque  des  déterminants  non  nuls  de  cet  ordre  sera  dit 
déterminant  principal. 

Pour  qu'un  déterminant  8,  d'ordre  r,  tiré  du  tableau  soit  déterminant 
principal,  il  faut  cV abord  quJil  ne  soit  pas  nul^  et  ensuite  que  tous  les 
déterminants  du  tableau  d'ordre  supérieur  à  r  le  soient.  Il  suffit  évi- 
demment de  faire  cette  vérification  pour  les  déterminants  d'ordre  r -h  i  et 
même,  comme  nous  allons  le  montrer,  seulement  pour  certains  d'entre 
eux- 

Supposons  en  eflet  (ce  que  l'on  peut  toujours  faire  en  modifiant  au  besoin 
l'ordre  des  lignes  et  des  colonnes)  que  |e  déterminant  S  soit  formé  des 
éléments  communs  aux  /-  premières  lignes  et  aux  /•  premières  colonnes  du 
tableau  T.  Nous  allons  montrer  qu'il  suffit  de  vérifier,  pour  que  S  soit 
principal,  la  nullité  des  {n  —  r)  {p  —  /•)  déterminants  bordés 


(I) 


a/a     a/ti 


ai/e 


au 


a/,k 


=  o 


(/■</c^/i), 
{r<h<=p). 


En  effet,  si  ces  déterminants  sont  nuls,,  on  peut  évidemment  résoudre  le 
système  d'équations  linéaires 


apiJi-^-+-  OpiX^-h  ...  H-  a,,nX*^=  o 


en  donnant  aux  inconnu»-?  x'  ■  i,  .r'  +  2^  . ,  ,^  ^«  (Jeg  valeurs  arbitraires  et  en 
tirant  des  /'  premières  équations  les  valeurs  des  inconnues  a?^,  ar',  . ..,  ar'*. 
La  condition   de   compntihilil»-   fie  l'cqualion   non   principale  de  rang  h 
s'écrit  en  eflet 


=  o. 


rt/,1     aui     ...     ah,r-^iX'-^^-^-au,r+'iX'-^^-\r.  .,-^an,n^" 

et  elle  est  évidemment  une  conséquence  des  conditions  (  i  ). 

Le  système  considéré  a  ainsi  une  indétermination  d'ordre  n  —  r  et  il  est 
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alors  cerlain  que  tous  les  déterminants  d'ordre  r  •+•  i  tirés  de  T  sont  nuls, 
oar  si  l'un  d'entre  eux  ne  l'éiait  pas,  l'indétermination  ne  pourrait  être  au 
plus  que  d'ordre  (n  —  /• —  i  ). 

'^.  Formes  linéaires.  —  On  appelle  /orme  tout  polynôme  entier  et 
homogène  par  rapport  à  une  série  de /i  variables. r^,  ^r^,  ...,  ^".  Dans  le  cas 
particulier  où  le  polynôme  est  du  premier  degré  par  rapport  à  l'ensemble 
des  variables,  la  forme  est  dite  linéaire  et  peut  s'écrire 

A  =n 

/  =  at  a?i  -4-  «2  ^'''  -+- .  •  •  -H  On  x^  =  ^  a/,-  x^', 

k  =  i 

Convention  de  sommation.  —  Nous  rencontrerons  constamment  par  la 
suite  de  telles  sommes  étendues  à  un  indice  qui  figure  deux  fois  dans  le 
monôme  type  des  divers  termes  de  la  somme.  ISous  conviendrons  de 
supprimer  dans  ce  cas  le  signe  S  qui  sera  toujours  sous-entendu 
chaque  fois  que  cette  particularité  {présence  dans  un  monôme  d'un 
même  indice  à  deux  places  différentes)  se  présentera.  L'indice  de  som- 
mation sera  alors  dit  un  indice  muet;  il  est  évident  du  reste  que  le  nom 
donné  à  l'indice  muet  n'a  aucune  importance. 

Comme  nous  aurons  toujours  à  considérer  à  la  fois  plusieurs  formes 
linéaires,  nous  emploierons  pour  les  représenter  la  notation 

fi—  atkX^^ 

l'indice  i  servant  à  caractériser  les  différentes  formes  (*). 

Une  forme  linéaire  sera  dite  identiquement  nulle  si  elle  prend  la  valeur 
zéro  quelles  que  soient  les  valeurs  numériques  données  au\  variables.  Il  est 
évident  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  ou'il  en  soit  ainsi 
est  que  les  coefficients  aifc  soient  séparément  nuls. 

3.  Formes  linéaires  indépendantes.  —  Soient  p  formes  simultanées 
de  n  variables, 

//  =  aikx^        ( f  =  1 ,  2,  ...,  p)\ 


(')  Il  ne  faut  attacher  ici  aucune  importance  particulière  à  la  place  des  indices; 
nous  verrons  plus  tard  les  règles  qui  nous  conduisent  à  les  placer  tantôt  eu  haut, 
tantôt  en  bas.  Mentionnons  cependant  que  nous  nous  arrangerons  pour  que,  dans 
les  différents  termes  des  cquations.  les  indices  non  muets  soient  toujours  à  la 
même  hauteur  et  que  (sauf  quelques  exceptions)  dans  un  monôme  les  indices 
muets  occupent  une  fois  la  position  haute  et  une  fois  la  position  basse 

En  tout  cas,  la  place  d'un  indice,  aussi  bien  que  son  nom,  x  rt  à  discriminer 
les  différents  coeffic  ients  écrits  et,  par  exemple,  si  Ton  renconlie  par  la  suite  des 
expressions  de  la  forme  a-  et  a',  il  doit  être  bien  entendu  qu'elles  représentent 
<les /îom^res  différents.  Naturellement  il  faudra  se  garder  de  confondre  les  indices 
supérieurs  avec  des  exposants,  mais^  comme  nous  le  verrons,  cetl.^  confusion  est 
peu  à  craindre. 
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ces  formes  seront  dites  linéairement  indépendantes  s'il  est  impossible  de 
trouver/?  coefficients  numériques  X*  tels  que  la  nouvelle  forme 

soit  identiquement  nulle. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  système  des 
n  équations  linéaires  homogènes 

a,/,X^  =  o 

aux  inconnues  X'  n'ait  d'autre  solution  que  X^  =  o. 

Les  X*  doivent  donc  toutes  être  des  inconnues  principales  et  la  condition 
d'indépendance  se  traduit  par  le  fait,  que  le  rang  du  lableau  rectangu- 
laire IJa//,]!  doit  être  égal  à/?,  nombre  des  formes. 

On  peut  exprimer  d'une  seconde  manière  cette  condition  d'indépendance 
par  l'énoncé  suivant  dont  la  démonstration  est  immédiate  : 

Pour  que  p  formes  soient  linéairement  indépendantes^  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  qu'on  puisse  choisir  les  valeurs  numériques  des 
variables  de  telle  sorte  que  les  formes  prennent  des  valeurs  numé- 
riques arbitrairement  données  à  Vacance. 

Il  en  résulte  alors  que  p  formes  linéairement  indépendantes  sont  aussi 
absolument  indépendantes,  c  est-ù-dire  cpril  est  impossible  de  trouver 
entre  elles  une  relation  de  forme  quelconque 

*»/l^/2 fp)^o. 

Si  une  telle  relation  existait,  la  \aleiir  numérique  de  l'une  des  formes 
serait  déterminée  dès  qu'on  aurait  fixé  celles  des  n— -i  autres,  ce  qui 
serait  i*n  contradiction  avec  l'énoncé  précédent. 

Si,  au  contraire,  le  rang  /•  du  tableau  jjrt,/.  |(  est  inférieur  au  nombie  des 
formes,  celles  de  ces  formes  qui  contiennent  les  coefficients  du  détermi- 
nant principal  sont  évidemment  indépendantes  et  il  est  aisé  de  voir  que 
chacune  des  p  --  r  autres  formes  s'exprime  d'une  façon  linéaire  et  homo- 
gène en  fonction  de  celles-là. 

4.  Substitutions  linéaires .  —  Considérons  un  système  de  n  relation- 
de  la  form-e 

(2)  xi=  xj,7^" 

entre  deux  séries  de  n  variables  x'-  et  rc'  et  telles  que  de  plus  le  détermi- 
nant jja^ll  soit  différent  de  zéro. 

Nous   dirons  que  ces  relations  définissent   une  substitution    linéaire  que 

nous  représenterons  par  le  symbole  ir  =  T  x. 

Une  substitution  linéaire  est  entièreinent  déterminée  ()ar  la  donnée  de 
ses  coefficients.  Ceux-ci  forment  un  tableau  carré  qui  est  dit  la  matrice  i\e 
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la  siibstitulion;  la  valeur  du  déterminant  formé  par  ces  coefficients  en  sera 
le  module. 

Il  est  évidemment  possible  de  faire,  d'une  façon  unique,  l'inversion  des 

formules  (2),  c'est-à-dire  de  les  résoudie  par  rapport  aux  variables  x',  ce 
qui  donnera 

(2')  X^=zxi.X''. 

La  nouvelle  substitution  ainsi  définie  sera  dite  Vinverse  àe,  la  précédente, 

nous  rappellerons  x  —  T~*  x  et  Ton  vérifie  immédiatement  qu'il  y  a  entre 
les  coefficients  de  ces  deux  substitutions  les  relations 

•    f         /        {  o     SI     k  ^  L 
^    '  ''    '         ''        (    I     si     /•  =  /. 

Considérons  maintenant  deux  substitutions  linéaires  successives  entre 
trois  séries  de  variables 

(T,)  07*=  4^^ 

et 

on  obtient  immédiatement  les  formules  permettant  de  passer  directement 
des  variables  r^  aux  variables  x^  sous  la  forme 

(T3)  ar'=Y^>, 

en  posant 

Cette  dernière  substitution  sera  dite  le  produit  des  deux  premières;  nous 

écrirons  symboliquement 

T3=TiXT2 

et  les  règles  élémentaires  de  multiplication  des  déterminants  montreront 
immédiatement  que  le  module  de  la  substitution  produit  est  égal  au 
produit  des  modules  des  deux  substitutions  facteurs. 

Cette  définition  se  généralise  évidemment  à  un  produit  de  plus  de  deux 
substitutions;  cette  multiplication  n'est  pas  en  général  commutative  (*). 

En  particulier  le  produit  de  deux  substitutions  inverses  donne  la  substi- 
tution identique  (que  nous  représenterons  par  le  symbole  T^  ^  i),  dont 
le  module  est  évidemment  égal  à  l'unité.  Donc  les  modules  de  deux  sub- 
stitutions inverses  sont  arithmétiquement  inverses  Vun  de  Vautre. 

L'ensemble  de  toutes  les  substitutions   linéaires   forme  évidemment  un 


(^)  Lorsque  cette  multiplication  est  commutative,  les  deux  sul)stilulions  sont 
dites  permutables  ;  c'est  le  cas  pour  deux  substitutions  inverses. 
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groupe^  c'est-à-dire  que  le  produit  de  deux  substitutions  quelconques  de 
l'ensemble  en  fait  aussi  partie  (i). 

S.  Substitutions  orthogonales.  —  Une  substitution  est  dite  orthogo- 
nale lorsqu'elle  entraîne  rideniité 


2(-'-p-2(^')'- 


/  =  ! 


1  =  1 


Cette  condition  se  traduit  sur  les  coefficients  de  la  substitution  par  les 
relations 

(  o     si     A  7^  /f, 

Celles-ci   permettent  facilement  de  faire  l'inversion  de    la  substitution 
donnée  et  l'on  trouve 


X^  =  OL/f  X^, 


avec 


«A  =  «i  • 


Les  matrices  de  deux  substitutions  orthogonales   inverses  ne  diffèrent 
donc  que  par  l'échange  des  lignes  en  colonnes. 
On  en  conclut  immédiatement: 

I**  Qu'il  existe  aussi  entre  les  éléments  des  lignes  de  la  matrice  des  rela- 
tions analogues 

I     SI     h  =  k. 


1°  Que  les  deux  substitutions  ont  même  module,  celui-ci  ayant  alors  né- 
cessairement pour  valeur  [jt  =  dz  i. 

Les  substitutions  orthogonales  pour  lesquelles  (jl  =  -+-  i  sont  dites  droites^ 
les  autres  sont  dites  gauches.  L'ensemble  de  toutes  les  substitutions  ortho- 
gonales forme  évidemment  un  groupe;  il  en  est  de  même  de  l'ensemble  des 
seules  substitutions  orthogonales  droites. 


IL  —  FORMES  QUADRATIQDES. 

6.  Définitions  générales.  —  On  appelle  forme  quadratique  tout  poly- 
nôme homogène  du  second  degré  par  rapport  à  n  variables  xK  Nous  re- 


(')  Il  en  serait  de  même  de  rensemble  des  substitutions  à  coefficients  réels, 
ou  encore  de  l'ensenible  des  substitutions  à  coefficients  rationnels  qui  forment 
des  sous- groupes  du  groupe  précédent. 
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présenterons  une  telle  forme  par  la  notation  abrégée 

F(a?)  =  gikoc^x^    (*). 

Oft  peut  toujours  supposer  que  les  coefficients  gik  satisfont  à  la  loi  de 
symétrie  gik  =  gki'-,  en  eflet,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  par  permutation  du  nom 
des  indices  muets,  on  peut  écrire  successivement 

P(^)  =  gikOC'x^=.  gkix^x^^  -iê^ik-^  gki)xix^\ 

et  sous  cette  dernière  forme  U  condition  de  symétrie  est  remplie.   Nous 
supposerons  toujours  par  la  suite  qu'il  en  est  ainsi. 

Les  demi-dérivées  partielles  de  la  forme  quadratique  constituent  un  sys- 
tènie  de  n  formes  linéaires  . 

Le  déterminant  symétrique  droit  g  =i}\gik\(ioTit\é  à  l'aide  des  coeffi- 
cients de  ces  formes  porte  le  nom  de  discriminant  de  la  forme  quadra- 
tique. 

7.  Décomposition  d'une  forme  quadratique  en  somme  de  carrés 
de  formes  linéaires  indépendantes.  —  Nous  nous  contenterons  de  rap- 
peler en  quelques  mots  la  méthode  bien  connue,  due  à  Gauss,  permettant 
de  décomposer  une  forme  quadratique  en  une  somme  de  carrés  de  formes 
linéaires  indépendantes. 

La  méthode  consiste  à  mettre  en  évidence  des  carrés  par  l'application 
répétée  de  l'un  ou  l'autre  des  procédés  suivants. 

On  partira  d'une  ou  de  deux  variables  qu'on  appellera  variables  direc- 
trices. 

1®  Une  variable  directrice.  —  Supposons  qu'une  des  variables,  x^  par 
exemple,  figure  explicitement  par  son  carré  dans  la  forme  quadra- 
tique igw  ^  o);  celle-ci  pourra  alors  s'écrire 

avec 


(')  La  forme  comprend  des  termes  carrés  {i  z=:  k)  et  des  termes  rec- 
tangles (i  pé/r);  ces  derniers  se  trouvent  à  deux  places  dans  la  somme  double 
du  second  membre,  par  exemple  le  terme  x^  x''  s'introduit  avec  les  coeflicients  ^,, 
ou  gy^  suivant  qu'on  prend  pour  le  couple  d'indices  i.  k  la  combinaison  1,2  ou  la 
combinaison  2,1. 
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et  l'on  vérifiera   immédiatement  que  la  forme  quadratique  résiduelle  <i>  ne 
contient  plus  la  variable  œ^. 

1"  Deux  variables  directrices.  —  Prenons  au  contraire  deux  variables, 
x^  et  .r2  par  exemple,  dont  le  produit  se  trouve  dans  la  forme  quadra- 
tique (^',2  ^  o),  leurs  carrés  n'y  figurant  pas  {gu  =  ^22  =  <>)• 

On  pourra  éciire 


ou  encore 


avec 


2^12 


/i=T 


I  j)F_ 
•i.  dx^ 


I    (>F 


et  l'on  vérifiera  comme  plus  haut  que  la  forme  quadratique  4>  ne  contient 
plus  ni  x^  ni  x"^. 

En  opérant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  finira  par  épuiser  toutes  les 
variables  et  la  forme  quadratique  se  iiduvera  bien  décomposée  en  une 
somme  de  carrés  de  formes  linéaires. 

On  démontrera  immédiatement  que  les  formes  obtenues  par  ce  procédé 
sont  indépendantes  en  montrant,  d'après  le  n"  3,  qu'on  peut,  par  un  choix 
convenable  des  variables,  leur  faire  prendre  des  valeurs  arbitrairement 
données  à  Tavance. 

Cette  méthode  de  Gauss  conduit  évidemment  à  plusieurs  décompositions, 
suivant  l'ordre  dans  lequel  on  fait  intervenir  les  variables;  on  pourrait 
imaginer  du  reste  d'autres  procédés.  Néanmoins  les  diverses  décomposi- 
tions possibles  possèdent  un  caractère  commun  : 

De  quelque  manière  que  Von  décompose  une  forme  quadratique  en 
une  somme  de  carrés  de  formes  linéaires  indépendantes,  on  trouve 
toujours  un  nombre  de  carrés  égal  au  rang  de  son  discriminant. 

En  effet,  supposons  la  forme  F  décomposée  en  une  somme  de  p  carrés 

F(^)  =  (X,)2+  (X2)2-i-. .  .-f-  (X/,)2. 


Les  formes  linéaires 


X/=  CLi/tX^ 


étant  indépendantes,  le  rang  du  tableau  ||a/A^||  de  leurs  coefficients  sera 
égal  à />, et  l'on  peut  toujours,  en  changeant  au  besoin  le  nom  des  variables, 
supposer  que  le  déterminant  formé  à  l'aide  des/)  premières  colonnes  de  ce 
tableau  est  différent  de  zéro. 

Les  derai-dérivées  partielles  de  la  forme  F  s'écrivent  alors 

-  F^-.=  aA-iXyt. 
2 
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Considérons  maintenant  lès  deux  systèmes  d'équations  linéaires 

(I)  .  ^^-'=^' 

(II)  Xa.=  o. 

Il  ressort  immédiatement  des  relations  que  nous  venons  d'établir  entre 
les  demî-dérivées  partielles  et  les  formes  linéaires  X;t  qu'ils  sont  équiva- 
lents. 

Or,  pour  le  système  (II),  les  inconnues  a^S  ^^,  ..•,  ^^^  sont  principales, 
il  en  est  donc  de  même  pour  le  système  (I)  et  par  suite  le  déterminant 
symétrique  formé  à  l'aide  des  p  premières  lignes  et  des  p  premières  co- 
lonnes du  discriminant  est  un  déterminant  principal,  ce  qui  revient  à  dire 
que  le  rang  de  ce  discriminant  est  nécessairement  égal  au  nombre  des 
formes  linéaires  de  la  décomposition  (i). 

On  obtient  alors  très  facilement  le  nombre  des  conditions  pour  que  ce 
rang  soit  égal  à  p.  Ce  nombre,  qui  d'après  le  n"  1  devrait  être  de  (;i  — pY^ 

s'abaisse  ici  â-(/i — p){ri — p -\- i)  par  suite  de  la  symétrie  du  discrimi- 
nant. 

8.  Formes  quadratiques  à  coefficients  réels.  —  Ce  que  nous  venons 
de  dire  s'applique  à  des  formes  quadratiques  à  coefficients  quelconques. 
Dan*;  la  pratique,  les  formes  que  l'on  rencontre  sont  généralement  à  coeffi- 
cients réels  et  l'on  peut  désirer  faire  la  décomposition  en  ne  faisant  inter- 
venir aucun  élément  complexe.  La  méthode  de  Gauss  permet  alors  de 
mettre  F  sous  la  forme  d'une  somme  algébrique  de  carrés  de  formes  li- 
néaires indépendantes,  soit 

F(.r)=:(X.)'+(X,)^-l-...-f(X;t)^-(YO'-(Y,)^-...-(Yç)«. 

Il  est  alors  possible  de  démontrer  que,  dans  les  diverses  décomposi- 
tions, non  seulement  le  nombre  total  des  carrés  est  toujours  le  même,  mais 
encore  que  A^  et  g  séparément  ont  des  valeurs  fixes. 

Ce  fait  remarquable  est  connu  sous  le  nom  de  loi  (T inertie. 

En  effet,  supposons  que  nous  ayons   trouvé  une  seconde  décomposition 

F(a;)==(X',)'^-.(X;)2-h...-4-(Xi-)'-(Y',)2-(Y;)2-..._(Y'^0^ 

(')  Il  est  très  remarquable  qu'on  puisse  toujours  choisir  un  déterminant  prin- 
cipal tiré  du  discriminant  en  le  formant  de  lignes  et  de  colonnes  se  croisant  sur 
la  diagonale  principale.  Nous  donnerons  aux  déterminants  formés  de  cette  façon 
le  nom  de  déterminants  médians  et  nous  pouvons  encore  énoncer  la  remarque 
que  nous  venons  de  faire  sous  la  forme  suivante  : 

Si,  dans  un  déterminant  symétrique,  tous  les  mineurs  d'un  certain  ordre 
sont  nuls^  et  si  parmi  les  mineurs  d'ordre  immédiatement  inférieur  il  en  est 
de  différents  de  zéro,  certains  de  ces  derniers  sont  nécessairement  des  déter^ 
minants  médians. 

Nous  aurons  l'occasion  de  nous  servir  plus  loin  de  cette  propriété. 


lO 
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et,   pour  fixer  les  idées,  soit  k  le  plus  petit  des  deux  nombres  k  et  k' .  On 
aura  alors  q  >  q\  puisque  â:  -4-  ^r  =  /c '  -+-  q' . 

Considérons  les  deux  systèmes  d'équations  linéaires 


(ï) 


i  Xi  =  o, 
I   Y',  =  o, 

Xi  =  o, 
Yt  =  o, 


X,=  o, 

Y',  =  o, 

Xj=  o, 

Y2=o, 


X>t=  o, 
Y^'^o, 

Xa:=  o, 


O. 


Le  premier  contient  au  moins  n  —  k  —  q'  inconnues  non  principales  (et  ce 
nombre  est  au  moins  égal  à  I,  puisque /c -h  ^' <  A:' -f- 5-'^  rt),  le  deuxième 
en  contient  exactement  n  —  k  —  q,  c'est-à-dire  moins  que  le  premier. 

On  peut  donc  trouver  une  solution  du  système  (I)  qui  ne  satisfasse  pas  à 
toutes  les  équations  du  système  (II). 

Si  l'on  substitue  maintenant  la  solution  ainsi  trouvée  dans  les  deux  dé- 
compositions dont  nous  avons  supposé  l'existence,  la  première  donne  un 
résultat  numérique  négatif,  la  deuxième  un  résultat  numérique  positif  (ou 
peut-être  nul).  Ces  deux  résultats  sont  contradictoires,  il  est  donc  absurde 
de  supposer  k  ^  k',  on  a  par  conséquent  h—  k' et  par  suite  aussi  q  =  q'  {^). 

9.'Forme  polaire  d^une  forme  quadratique.  —  Soient  deux  séries 
■de  n  variables  x^  et  jk*;  considérons  la  forme  quadratique  F  (\x-h  iiy)  et 
développons-la  par  la  formule  de  Taylo.r  suivant  les  puissances  de  X  et 
de  jx;  le  coefficient  de  2  X|jl  s'écrit  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 
suivantes 

-  sc^  F'yi         ou         —  v'*  P'x-i . 

La  forme  bilinéaire  ainsi  mise  en  évidence  porte  le  nom  de  forme 
polaire  de  la  forme  quadratique  donnée  et  nous  conviendrons  de  la  repré- 
senter par  la  notation 

V{x\y). 

£n  explicitant  les  déiivées  partielles,  on  a  ^ussi 

P(x\y)  =  gik^'y^. 


10    Forme  adjointe  d^une  forme  quadratique.  —  Soit  une   forme 
quadratique  à  discriminant  non  nui,  les  formules 


(4) 


Çi=  -F.i..=  ^//,a?^- 


(')  Lorsqu'un  des  deux  nombres  A'  cl  7  est  nul,  la  forme  quadrali(|uc  csl  dilc 
définie. 
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II 


définissent  une  substitution  linéaire.  Faisons-en  rinveision,  nous  obtien- 
drons 


(O 


x'^g^^h    ('). 


Si  ron  remplace  dans  la  forme  quadratique  les  variables  x'-  par  leurs 
expressions  en  fonction  des  variables^,  (dites  variables  adjointes)^  on 
aura 


(5) 


F(.^)  =  a>($>-^^-ç,-=^'A-^,-^/,, 


La  forme  <ï>  (Ç)  sera  dite  la  forme  adjointe  de  la  forme  F  {x)  et  inver- 
sement celle-ci  e«t  l'adjointe  de  la  précédente. 

En  éliminant  les  variables  a;'  entre  les  équations  (4)  et  l'équation  4>  =  iP'i/, 
on  obtient  immédiatement  4>  sous  forme  de  déterminant 


(5') 


a>(0  =  - 


I 

g 

g 

u 

•  >  > 

u 

$. 


ç« 


11.  Transformée  d'une  forme  quadratique  par  une  substitution 
linéaire.  —  Effectuons  sur  les  variables  x^  une  substitution  linéaire 

(T)  .ar*'=aix*        (f.  =  ||  a^  ||  ^  o); 

nous  obtiendrons  !a  nouvelle  forme 

F(ir)  =  gikxix'', 

dite  transformée  de  la  première  par  la  substitution  (T ). 

Les  nouveaux  coefficients  de  la   forme  sont  reliés  aux  anciens  par  le*, 
formules 

g/u=  gikotiif.. 

Supposons  d'abord  ^  jzi  o  (it  en  est  alors  de  même  de  ^,  d'après  le  théo- 
rème  fondamental  de  la  décomposition  en  carrés)  et  introduisons  à  côté 

des  variables  x^  et  a?*  leurs  adjointes  ^/°ct  ^/. 


(')  On  a  évidemment 

n-ik  — 


(-0'^^ 
g 


X  mineur  de  l'élément  gjk  dans  g, 


ce  qui  peut  encore  s'écrire 


g 


ik  =z 


à(iogg) 
àgik. 
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On  passe  des  ^i  aux  a:'-  par  une  substitution  de  module  ^; 

On  passe  des  a?*  aux  œ^  par  une  substitution  de  module  fi.; 

On  passe  des  x^  aux  ^,  par  une  substitution  de  module  — . 

u  .      «  .  .  ^ 

D'autre  part,  le  théorème  de  dérivation  des   fonctions  composées  donne 

aussi 

substitution  linéaire  de  module  [jl. 

L^ensemble  des  quatre  substitutions  linéaires  successives  que  nous  venons 
d'envisager  est  équivalent  à  la  substitution  identique  et  le  théorème  du 
n"  4  nous  donnera  immédiatement 


(6) 


é'-    =     I^'-       ^^ 


Cette  relation  esldu  reste  absolument  générale,  car  si  ^  est  nul,  il  en  est 

de  même  de  g  puisque  la  forme,  sous  ses  deux  expressions,  doit  être 
décomposable  en  un  même  nombre  de  carrés. 

12.  Substitutions  linéaires  transformant  en  elle-même  une  forme 
quadratique  donnée.  —  Soit  ¥{u:)  une  forme  quadratique  de  discrimi- 
nant non  nul,  proposons-nous  de  trouver  les  substitutions  linéaires  T  qui 
la  transforment  en  elle-même,  c'est-à-dire  qui  soient  telles  que  l'on  ait 

F(T.r)^F(^). 

Choisissons  une  substitution  U  particulière  qui  ramène  F  à  la  forme 
canonique 

F  =  (^1  )*  -4-  (^2)- -H . . .  -+-  'l  X"  f  ; 

la  substitution  V  =  U-^TU  (qui  s'appelle  la  transformée  de  T  par  U~*) 
transforme  évidemment  en  elle-même  la  forme  quadratique  F,  c^est  donc 
une  substitution  orthoj^onale. 

On  en  déduit  l'expression  la  plus  générale  de  T  sous  la  forme 

T=UVU-», 

V  étant  une  substitulion  orthogonale  arbitraire. 

13.  Interprétations  géométriques.  —  Le  lecteur  sait  que  tous  les 
théorèmes  que  nous  venons  de  rappeler  sur  les  formes  linéaires  et  quadra- 
tiques sont,  dans  le  cas  de  trois  variables,  susceptibles  d'applications  géo- 
métriques importantes  et  qu'ils  sont  à  la  base  de  toute  la  géométrie 
analytique. 

Dans  le  cas  de  plus  de  trois  variables,  le  schéma  géométrique  fait  natu- 
rellement défaut,  mais  il  sera  néanmoins  commode  d'employer  un  langage 
conventionnel  calqué  sur  celui  de  la  géométrie  ordinaire. 


A 
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Un  ensemble  de  valeurs  numériques  données  à  n  variables  x'-  sera  dit 
représenter  un  point  M,  et  l'ensemble  des  points  obtenus  en  donnant  aux 
variables  toutes  les  valeurs  possibles  formera  une  multiplicité  à  n  dimen- 
sions. 

Dans  le  présent  Chapitre,  les  x^  jpueront  le  rôle  de  coordonnées  carté- 
siennes et  nous  n'effectuerons  sur  elles  que  des  substitutions  linéaires  à 
coefficient  constants. 

Une  telle  substitution  x  ■=.  "Y x  pourra  alors  s'interpréter  de  deux,  façons  : 

i"  On  pourra  regarder  les  x^  et  les  x^  comme  représentant  le  même 
point,  rapporté  à  des  systèmes  de  référe/tce  différents,  et  les  formules  de 
la  substitution  seront  celles  du  changement  du  système  de  référence; 

1°  On  pouria  regarder  les  x^  et  les  a?'  comme  représentant  deux  points 
différents  rapportés  au  même  système  de  référence,  les  formules  de  la 
substitution  définiront  alors  une  transformation  ponctuelle  linéaire. 

C'est  généralement  le  premier  point  de  vue  que  nous  adopterons  ici. 

Le  point  O,  dont  les  coordonnées  sont  toules  nulles,  sera  dit  l'origine  du 
système  de  référence  et  nous  définirons  le  carré  de  la  distance  OM  par  la 
valeur  d'une  forme  quadratique  des  coordonnées  de  M  que  nous  prendrons 
en  général  sous  la  forme 

Lorsque  nous  adopterons  C(;tte  définition  de  la  dislance,  nous  dirons  que. 
les  x^  forment  un  système  de  coordonnées  cartésiennes  normales  {^). 

Les  seules  substitutions  linéaires  qui  conservent  la  forme  de  l'expression 
précédente  sont  les  substitutions  orthogonales;  celles-ci  conespondent 
donc,  suivant  le  point  de  vue,  soit  à  un  changement  d'axes  cartésiens  nor- 
maux, soit  à  un  déplacement  laissant  fijte  l'origine  (*). 

Le  lieu  des  points  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  linéaires  d'un 
paramètre  sera  dit  une  droite.  Eu  particulier,  les  équations 

^'=   I         si     ■  ^  /         ^^  étant  un  indice  fixe) 

définissent  l'un  des  axes  de  coordonnées,  l'axe  O'x^. 

Le  lieu  des  points  dont  les  coordonnées  sont  reliées  par  une  équation 
linéaire  sera  dit  un  plan. 

Un  ensemble  de  n  nombre  a',  non  tous  nuls,  définit  un   point  P   distinct 


(  '  )  Ce  sont  de  ces  coordonnées  normales  que  nous  nous  servirons  dans  la  suite 
de  ce  Chapitre;  le  le(  Leur  reconnaîtra  sans  peine  les  propositions  qui  seraient 
encore  vraies  en  coordonnées  cartésiennes  générales. 

(')  Un  déplacement  Oi^l  donc  défini  comme  une  transformation  linéaire  conser- 
vant les  distances.  En  réalité  il  y  aura  lieu  de  distinguer  deux  classes  de  dépla- 
cements suivant  (|ue  le  module  de  la  substitution  est  égal  à  -+-  i  ou  à — i;  les 
déplacenicnls  de  cette  deuxième  classe  se  ramènent  à  ceux  de  la  preniicrc  en  l;ii- 
sant  suivre  ces  derniers  d'un  retournement. 


a 
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du  point  O  et  par  suite  aussi  une  direction  OP  dont  ces  nombres  seront 
\es  paramètres  directeurs  ;  cette  direction  ne  change  pas  si  l'on  remplace 
les  a**  par  des  quantités  proportionnelles.  En  général,  on  peut  choisir  le 
facteur  de  proportionnalité  de  telle  sorte  que  l'on  ait 


(ai)«H-(a2)2 


(a«)'-i; 


les  a^  seront  alors  les  paramètres  directeurs  principaux  de  la  direction. 
Le  seul  cas  où  l'on  ne  pourrait  pas  effectuer  cette  réduction  serait  celui  où 
les  a^'  satisferaient  à  la  relation 

(a>)*-+-(a«)2-i-...-f.(a«)2=  ©; 

la  direction  serait  alors  dite  isotrope. 

L'angle  de  deux  directions  de  paramètres  directeurs  principaux  a'  et  p' 
sera  défini  par  la  formule 


(8; 


cosV  =  a»[3i-ha«^î 


a«p'i     (i), 


qui  se  conserve,  comme  on  te  vérifie  immédiatement,  dans  une  substitution 
orthogonale. 

Soit  F  {x)  =  gikx^x^  une  forme  quadratique,  les  équations 

¥{x)=i\        et         F(:r)  — G 

définiront  respectivement  une  quadrique  (ayant  l'origine  pour  centre)  et 
son  cône  asymptote. 

Étant  données  deux  directions  a'  et  jâ',  la  relation 

(9)  F(a|P)  =  o 

exprimera  qu'elles  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  quadrique  et  nous 
pourrons  bâtir,  comme  en  géomclrie  ordinaire,  une  théorie  des  diamètres 
et  des  plans  diamétraux.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  la  pour- 
suivre dans  ses  détails. 

En  particulier,  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  a^  a  pour  équa- 
tion 

F(a  \x)  —  gaa.ix''—  o; 

il  iie  contient  la  direction  elle-même  que  si  celle*ci  est  parallèle  à  une 
génératrice  du  cône  asymptote  et  il  n'est  indéterminé  que  si  elle  est  pa- 
rallèle à  une  génératrice  multiple  de  ce  cône  (s'il  en  existe). 

On  pourra  également,  comme  en  géométrie  ordinaire,  trouver  une  infi- 
nité de  n-èdres  proprement  dits  (*)  dont  les  arêtes  seront  deux  à  deux 
conjuguées  par  rapport  à  la  quadrique  et  leur  recherche  sera  intimement 
liée  au  problème  de  la  décomposition  en  carrés  de  la  forme  quadratique. 

(')  Les  axes  cartésiens  normaux  sont  par  conséquent  deux  à  deux  orthogonaux. 
(-)  Nous  entendons  par  là  un  enseral)le  formé  de  n  droites  (et  des  multipli- 
cités linéaires  qui  les  relient)  non  situées  dans  un  même  plan. 


i 
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ià.  Directions  principales.  Équation  en  S.  —  Une  direction  de  para- 
mètres directeurs  principaux  a^"  sera  dite  principale  si  elle  est  perpen- 
diculaire à  son  plan  diamétral  conjugué.  Les  conditions  pour  qu'il  en  soit 
ainsi  se  traduisent  par  les  équations 

.      ^  Fa»        Fa»  Fa"        ^c 

Celles-ci  peuvent  être  satisfaites  de  deux  façons  :  il  peut  se  faire  qu'il 
existe  des  valeurs  des  a'  les  vérifiant  et  n'annulant  pas  tous  les  numéra- 
teurs; le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  correspondante  sera  alors 
bien  déterminé  et  l'on  obtiendra  une  direction  principale  répondant  exacte- 
ment à  la  définition;  il  peut  aussi  arriver,  exceptionnellement,  qu'il  existe 
une  génératrice  multiple  du  cône  asymptote,  ses  paramètres  directeurs 
annulent  alors  tous  les  numérateurs  et  l'on  obtient  ainsi  une  direction  sin- 
gulière  qui  peut  encore  être  regardée  comme  principale  par  suite  de  l'in- 
détermination de  son  plan  diamétral  conjugué.  Ce  dernier  cas  correspondra 
à  une  valeur  nulle  de  S. 

Le  système  des  équations  précédentes  peut  encore  s'écrire  sous  forme 
abrégée 


(lO') 


{gik'-^ik^)<^''—o 


(e,)fc  étant  égal  à  i  ou  à  o  suivant  que  i  et  k  sont  égaux  ou  différents). 

Ce  système  ne  peut  donner  de  solutions  dans  lesquelles  les  a^  ne  soient 
pas  tous  nuls  (condition  essentielle  pour  que  ces  nombres  déterminent  une 
direction)  que  si  S  est   une  racine  de  l'équation  suivante,  dite   équation 

en  S, 

A'^ii— S      é"ia  •••      é'in 


CO 


A(S)  = 


A' 21 


êni 


g%\—  S 


i^n% 


8%n 


gnn 


O. 


Soient  maintenant  deux  racines  distinctes  S'  et  S"  de  cette  équation 
et  OL^  et  P^  les  paramétres  directeurs  des  directions  principales  correspon- 
dantes (*),  nous  allons  montrer  que  ces  deux  directions  sont  à  la  fois 
rectangulaires  et  conjuguées  par  rapport  à  la  quadrique. 

En  effet,  les  deux  directions  satisfont  aux  deux  systèmes  d'équations 

S'a'=  -Fi.-, 


(')  A  ciiaque  rixiijc  de  l'é(iuatioH  en  S  il  correspond  au  moins  une  direction 
principale;  nous  rechcrclierons  plus  loin  d^nis  (jucl  <;as  il  en  correspond  plusieurs. 
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On  en  tire  immédiatement,  en  formant  de  deux  façons  la  forme  polaire, 

S'(aipi-+-...-f-a«P'0=  F(a|  fs  ), 
S7aip»-f-...-+-a"[3")  =  F(ai  fij, 

et;   puisque  S'   est   distinct   de    S",    ces   équations   sont    équivalentes    aux 
deuK  suivante^ 

al  pi  ■+•  a'p -f- . . . -h  a"  |3«  =  o, 

F(alp)  =  o, 
qui  expriment  précisément  la  proposition  énoncée. 

IS.  Étude  de  Téquation  en  S  dans  le  cas  des  formes  quadratiques 
à  coefficients  réels.  —  Nous  allons  étudier  en  détail  le  cas  important  où 
la  forme  quadratique  est  à  coefficients  réels  et  montrer  tout  d'abord 
qu'alors  Féquation  en  S  a  toutes  ses  racines  réelles. 

i\ous  partirons,  pour  établir  cette  importante  proposition,  d'une  identité 
connue  sur  les  déterminants. 

Pour  mettre  en  évidence  les  ordres,  nous  appellerons  A^i  le  déterminant 
défini  par  l'équation  (ii)  et  nous  représenterons  par  la  notation 


G„      G 


12 


^l,n 


G/i,l       Grt,2       •  •  •       ^n,n 

son  déterminant  adjoint. 

L'identité  que  nous  avons  en  vue  est  la  suivante  (') 


G«-i,n-i      On—i,n 


A„X 


^11— S     ^,j 

^n  <?"22— S     .. 


^l,/i-2 
^2,n-2 


Nous  représenterons   d'autre   part   par  A„_a;   le  déterminant   obtenu   en 
supprimant  dans  An  les  k  dernières  lignes  et  les  k  dernières  colonnes.  En 


(')  Cette  identité,  qui  est  un  cas  particulier  d'une  identité  plus  générale  due 
à  Jacobi^  se  \érifîe  immédiatement  en  formant,  d'après  la  règle  de  inulliplication 
des  déterminants,  lignes  par  lignes,  le  produit 


X  A... 


L'identité  est  ainsi  démontrée  dans  le  cas  où  A,,  est  dilTércnt  de  zéro   et   elle 
s*étend  par  continuité  au  cas  où  A„  est  nul. 


I 

0 

o 

O 

o 

0 

I 

0 

O 

3 

0 

0 

0 

I 

0 

o 

G„_,, 

G„_i.2        • 

.     G,._,, 

>i-2 

G,._,, 

II  - 

1 

G„ 

G..,. 

G„,       . 

•  •      ^".'. 

-3 

G.,.. 

.. 

G„ 
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tenant  compte  du  fait  que  le  déterminant  adjoint  est  lui-même  symétrique, 
l'identité  précédente  s'écrit 

OU  encore,  puisque  G„,„  n'est  évidemment  autre  que  A^-i, 
(12')  G„_,,„_,  X  A;^-,  — [G„_,,„]2=  A„x  A„_î. 

Démontrons  maintenant  par  récurrence  que  l'équation  Art(S)  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles. 

Nous  considérerons  pour  cela  la  suite  des  équations  obtenues  en  égalant 
à  zéro  les  déterminants 

Ai(S),A2(S),  ...,A,,_i(5) 

et  nous  ferons  l'hypothèse  provisoire  que  deux  équations  consécutives  quel- 
conques de  cette  suite  n'ont  pas  de  racines  communes. 

Nous  allons  montrer  que  si  chacune  de  ces  équations  a  ses  racines  réelles 
et  séparées  par  les  racines  de  l'équation  immédiatement  précédente,  Tcqua- 
tion  A;i(S)  =  o  a  également  toutes  ses  racines  réelles. 

En  effet,  soient  ai,  0L2,  (x.^,  . .  .,  oi.n-1  les  racines  de  A„_|  =  o,  si  nous  sub- 
stituons l'une  quelconque  de  ces  racines  dans  l'identité  (12'),  celle-ci  nous 
montre  que  A„  et  A„_2  prennent  des  valeurs  de  signes  opposés.  Si  nous 
remarquons  de  plus  que  le  terme  de  plus  haut  degré  de  Téquation  de 
rang /c  est  (  —  i)*S*^,  nous  pouvons  dresser  le  tableau  suivant  qui  met 
immédiatement  en  évidence  la  proposition  énoncée. 

Valeurs  de  substitution — 00   ai  a.^  ccz  ...         a„_i          -4-00 

Signes  de  A,i_2 -h     H h  ...  (  — i)«-'  (— 0""' 

Signes  de  A„ -h i ...  (  —  i)"-*  (— i)» 

Place  des  racines  de  Art  =  0(2  ).  f      f    f  ...                    f 

(•)  De  l'identité  (  12)  on  peut  tirer  différentes  propriétés  des  déterminants 
symétriques  à  coefficients  réels  qui  nous  seront  utiles  par  la  suite. 

Si  A„  est  nul  et  si  G„_,  ^_i  et  G„  ,^  ne  le  sont  pas.  ces  deux  derniers  détermi- 
nants sont  nécessairement  de  même  signe.  Gomme  on  peut  toujours,  par  des 
permutations,  amener  deux;  lignes  et  deux  colonnes  de  même  rang  à  être  les 
deux  dernières  lignes  et  les  deux  dernières  colonnes  de  A„.  nous  pouvons  donc 
dire  que,  dans  un  déterminant  symétrique  nul,  les  mineurs  médians  d'ordre  n  —  i 
non  nuls  (s'il  en  existe)  sont  tous  de  mcnie  signe. 

Cette  propriété  se  généralise  immédiatement  :  si  un  déterminant  symétrique 
est  tel  que  tous  ses  mineurs  médians  d^un  certain  ordre  soient  nuls,  ceux  des 
mineurs  médians  d'ordre  immédiatement  inférieur  qui  ne  sont  pas  nuls  (s'il 
en  existe)  sont  tous  de  même  signe. 

Enfin,  l'identité  (12)  nous  montre  encore  que  si  A„  est  nul  ainsi  que  tous  ses 
mineurs  médians  d'ordre  n  —  i,  il  en  est  de  même  de  tous  Ifes  mineurs  non  mé- 
dians de  cet  ordre.  Nous  retrouvons  ainsi  une  proposition  déjà  rencontrée 
{voir  p.  9,  note  i  ). 

(-)    Il    pourra    exceptionnellement   arriver   que   «p    par   exemple,  soit  racine 

APPELL.  —  V,  2 
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Les  conditions  que  nous  avons  prises  comme  hypothèses  sont  évidemment 
réalisées  par  les  équations  Ai  =.0  et  Aj  =  o  (tout  au  moins  si  ^u  7^0); 
nous  pourrons  donc,  partant  de  cette  base,  affirmer  de  proche  en  proche 
quejes  équations  suivantes  ont  aussi  toutes  leurs  racines  réelles. 

Il  nous  rest«  maintenant  à  nous  débarrasser  de  l'hypothèse  provisoire 
faite  au  début  du  raisonnement  et  à  montrer  que  la  conclusion  subsiste 
même  si  l'on  rencontre  dans  la  suite  deux  équations  consécutives  ayant  des 
racines  communes  (i). 

Cette  hypothèse  restrictive  correspond  du  reste  au  cas  le  plus  général; 
deux  équations  consécutives  de  la  suite  n'auront  en  effet  de  racines  com- 
munes que  s'il  existe  entre  les  coefficients  ^,A:cerlaines  relations  algébriques. 
Si  les  coefficients  sont  quelconques,  ces  relations  ne  seront  pas  satisfaites 
et  nous  pourrons  par  suite  affirmer  la  réalité  de  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion A»  =  o.  Mais,  d'autre  part,  ces  racines  sont  des  fonctions  continues  des 
coefficients  ^ij^;  si  l'on  modifie  ces  derniers  et  que,  par  suite  du  hasard  de 
leurs  variations,  certaines  des  relations  algébriques  en  question  viennent  k 
se  trouver  vérifiées,  les  racines  ne  pourront  avoir  que  des  limites  réelles, 
tout  au  plus  plusieurs  pourront-elles  tendre  à  se  confondre.  Le  théorème 
énoncé  est  donc  vrai  en  toute  généralité,  seulement  l'équation  A,^  =  o  peut 
avoii'  des  racines  multiples. 

Nous  allons  du  reste  préciser  dans  quelles  conditions  ce  dernier  cas  se 
présente. 

Conditions  pour  que  Véquatiori  en  S  admette  une  racine  multiple 
d'ordre  p.  — On  constate  facilement  que  la  dérivée  d'ordre  p  de  la  fonc- 
tion A  (S)  peut  s'écnre 

en  représentant  par  Sp  la  somme  de  tous  les  mineurs  médians  d^ordre  n — p 
du  déterminant  A(S). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  nombre  S'  soit  racine 
multiple  d'ordre/?  de  l'équation  en  S  se  traduit  alors,  d'après  la  remarque 
que  nous  avons  faite  plus  haut  sur  les  signes  des  mineurs  médians,  par  le 
fait  qu'tV  est  nécessaire  et  suffisant  que  ce  nombre  annule  le  détermi- 
nant A(  S)  ainsi  que  tous  ses  mineurs  médians  jusqu'à  l'ordre  n  —  /?  -f-  1 
et  qu'il  n'' annule  pas  tous  les  mineurs  médians  d'ordre  n  — p. 

Mises  sous  cette  forme,  ces  conditions  ne  sont  du  reste  pas  indépen- 
dantes, elles  reviennent  (d'après  les  remarques  des  pages  9  et  17)3  dire  que 
le  déterminant  A  (S')  a  pour  rang  le  nombre  n  — p  el   nous  avons  vu 

qu'il  suffisait,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  d'écrire  la  nullité  de  ^—i- 1  mi- 

2 

neurs  convenablement  choisis  parmi  les  mineurs  d'oi^re  n  — /?  -=1-  i. 

de  A„  =  o:  il  sera  alors  racine  simple  ou  racine  doul)lc  ;  mais,  comme  on  s'en 
coDvaiDcra  en  suivant  les  variations  de  la  fonction  A„(S),  l'équation  A„=  0  aura 
encore  toutes  ses  racines  réelles. 

(')  Ce  fait  se  produit  dès  le  départ  si  gy^  =  0. 
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Il  s'ensuit  également  qu'à  une  racine  simple  de  l'équation  en  S  corres- 
pond une  direction  principale  réelle,  unique  et  bien  déterminée  et  qu'au 
contraire  à  une  racine  multiple  d'ordre/?  correspond  une  infinité  de  direc- 
tions principales  réelles  formant  une  multiplicité  linéaire  à/>  dimensions  (*  ). 

Remarque.  —  En  particulier,  si  l'équation  en  S  admet  la  racine  S  =  o 
avec  l'ordre  de.  multiplicité/»,  le  rang  du  discriminant  A  de  la  forme  qua- 
dratique se  réduit  à  n — p  et  par  suite  celle-ci  est  décomposable  en  une 
somme  de  n  — p  carrés  indépendants. 

Il  seniblerait  donc  que,  pour  exprimer  que  la  forme  quadratique  est 
décomposable  en  une  somme  de  d^  = /i — ^carrés  indépendants,  il  faille 
écrire /?  =  w  —  q  conditions  en  annulant  les  p  derniers  coefficients  de 
l'équation    en    S   développée.    Or   nous  avons  démontré  plus   haut  que  le 

nombre  des  conditions  à  écrire  était  de  ^-^ Cette  contradiction  appa- 

rente  provient  du  fait  que  certaines  des  conditions  écrites  sous  la  forme 
nouvelle  que  nous  mentionnons  ici  peuvent  se  décomposer  en  plusieurs 
autres.  Par  exemple,  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  S  dans 
l'équation  est  égal,  au  signe  près,  à  la  somme  de  tous  les  mineurs  médians 
d'ordre  n —  i  du  discriminant;  si  ce  discriminant  est  nul,  ces  mineurs  sont 
tous  de  même  signe  et  écrire  que  leur  somme  est  nulle  revient  à  écrire 
qu'ils  le  sont  séparément  {^). 

16.  Réduction  d'une  forme  quadratique  à  la  forme  canonique  par 
une  substitution  orthogonale.  —  Il  sera  maintenant  toujours  possible 
(peut-être  même  de  plusieurs  manières)  de  déterminer  un  n-èdre  rectan- 
gulaire réel  conjugué  par  rapport  à  la  quadrique.  Pour  cela,  on  partira 
d'une  direction  principale  correspondant  à  une  racine  (simple  ou  multiple) 
de  l'équation  en  S.  On  fera  un  changement  d'axes  n;ctangulaires  en  prenant 

pour  nouvel  axe  des  x^  la  direction  en  question.  L'équation  de  la  quadrique 


(')  Il  y  a  lieu  de  bien  préciser  que  ces  considcrations  ne  s'appliquent  qu'au  cas 
où  la  forme  quadratiijue  est  à  coefficients  réels;  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  pour- 
rait se  faire  que  l'équation  A  (S)  =  o  ait  par  exemple  une  racine  double  qui 
n'annule  pas  tous  les  mineurs  d'ordre  n —  i.  Il  lui  correspondrait  alors  une  seule 
direction  principale.  Par  exemple,  la  forme  quadrali(jue  x"^  -\-  1  ixy  — ^-  conduit 
h  une  équation  en  S  qui  admet  la  racine  tloubie  S  =  o,  sans  (jne  les  mineurs  du 
premier  ordi'e  s'annulent  pour  celte  valeur  de  S.  Il  n'y  a  pour  elle  c\Wunc  seule 
direction  principale,  isotrope,  de  paramètres  directeurs  i  et  i. 

(*)  C'est  ainsi  qu'une  forme  quadratique  à  trois  variables  se  réduira  à  un  carré 
parfait  unique  si  l'on  a,  avec  les  notations  habituelles,  le^^  trois  conditions 

AB  —  B'  B'  =  A'  B'  —  B  B  =  A"  B"  —  BB'  -  o, 
nombre  qui  correspond  bien  a  la  tojniuic  — ^-- ■  • 
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se  ramènera  à 

Ai(x1  Y  ■+■  o{x-^  X^,    ,  .  .  ,  Xn)  ==  I. 

(On  vérifiera  du  rsete  immédiatement  que  le  coefficient  Ai  est  égal  à  la 
racine  considérée  de  l'équation  en  S>) 

Ceci  posé,  dans  la  multiplicité  an  —  i  dimensions  d'équation  x^  =  o,  on 

opérera  de  même  sur  la  forme  quadratique  o{x^,  x^,  ...,  x'^)\  en  répétant 
ce  procédé  de  proche  en  p»oche,  on  déterminera  un  /i-èdre  rectangu- 
laire Oy^,  Oy^y  ...,  Oy",  conjugué  par  rapport  à  la  quadrique  et  dans 
lequel  Téquation  de  celle-ci  prendra  la  forme 

17.  Réduction  simultanée  de  deux  formes  quadratiques  à  leurs 
formes  canoniques  en  axes  quelconques.  —  Soient  deux  formes  qua- 
dratiques F  (x)  et  G  (rr),  on  peut  toujours  par  une  substitution  linéaire  (qui 

n'est  pas  forcément  orthogonale)  x  =  T  x  ramener  la  première  à  la  forme 

(Ii)V(^«)V...+  (^0'. 

Une  substitution  orthogonale  quelconque  x  =  Vx  efTectuée  ensuite 
laissera  celte  expression  invariante;  on  pourra  alors  la  choisir  de  telle  sorte 
que  la  forme  G  soit  ramenée  à  la  forme  canonique. 

La  substitution  V=-TU,  produit  des  deux  précédentes,  donne  donc  une 
solution  du  problème  posé. 

Au  point  de  vue  géométrique,  ce  problème  revient  évidemment  à  la 
recherche  d'un  n-èdre  conjugué  commun  par  rapport  aux  deux  quadriques 

d'équations 

F(;r)  =  i         et         G{x)  —  ï. 


(  ^  )  Ce  procédé  s'appliquerait  aussi  aux  formes  quadratiques  à  coefficients 
complexes,  sauf  dans  le  cas  où  l'on  rencontrerait  une  direction  principale  isotrope; 
il  est  en  effet  iuipossibie  de  compléter  une  telle  direction  par  « —  i  autres  direc- 
tions qui  lui  soient  perpendiculaires  et  qui  forment  avec  elle  un  véritable  /i-èdre. 
On  peut  du  reste  démontrer  que  de  telles  directions  principales  isotropes  ne 
peuvent  pas  exister  si  réquation  en  S  n'a  que  des  racines  simples. 


CHAPITRE  II. 

C.4LCUL  TENSORIEL 


18.  Introduction.  —  Il  est  à  peine  utile  de  rappeler  les  progrès 
que  le  génie  de  Descartes  a  apportés  à  l'étiKie  de  la  Géométrie  (et 
par  cela  même  à  Fensemble  de  la  Science)  en  mettant  à  sa  dispo- 
sition les  procédés  du  calcul  algébrique. 

Les  méthodes  de  la  Géométrie  analytique  ne  vont  pas  cependant 
sans  quelque  inconvénient.  Même  dans  les  problèmes  les  plus 
simples,  le  choix  des  axes  est  quelque  chose  de  délicat;  tel  pro- 
blème se  traitera  facilement  en  axes  obliques,  tel  autre  aura  une 
solution  particulièrement  élégante  avec  un  tétraèdre  de  référence 
heureusement  choisi.  Il  n'existe  pas  de  règles  absolues  guidant 
vers  le  meilleur  choix. 

D'autre  part,  ces  axes,  ces  systèmes  de  référence  sont  évidem- 
ment superflus;  les  lois  de  la  Géométrie,  de  la  Mécanique,  de  la 
Physique  ont  une  existence  intrinsèque  indépendante  du  système 
de  coordonnées  dans  lequel  on  les  étudie. 

Il  était  donc  tout  naturel  d'essayer  de  s'en  débarrasser  et 
plusieurs  essais  ont  été  faits  dans  ce  but. 

On  a  cherché  d'abord  à  raisonner  directement  sur  les  êtres 
géométriques  ou  physiques.  Pour  fournir  une  base  aux  raisonne- 
ments déductifs,  on  leur  a  fait  correspondre  des  éléments  simples 
d'un  schéma  euclidien  et  l'on  a  défini  sur  ces  éléments  des  opéra- 
tions dont  on  a  étudié  les  propriétés.  Ce  procédé  a  conduit  à  un 
chapitre  important  de  la  Science  ;  le  Calcul  vectoriel. 

Mais  celui-ci,  quelle  que  soit  son  importance  pratique,  ne 
résout  pas  entièrement  le  problème  posé.  Il  s'adapte  très  bien  à 
l'étude  des  propriétés  mécaniques  et  physiques  de  l'espace  eucli- 
dien à  trois  dimensions.  Les  opérations  qu'on  y  définit  entre  les 
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êtres  vectoriels  sont  peu  nombreuses,  leurs  propriétés  sont  simples, 
faciles  à  établir  et  à  appliquer. 

Il  n'en  est  plus  du  tout  de  même  pour  des  espaces  à  un  nombre 
élevé  de  dimensions,  surtout  s'ils  ne  jouissent  pas  de  propriétés 
euclidiennes.  Quelques  essais  ont  été  faits  pour  y  généraliser  le 
calcul  vectoriel,  mais  alors  le  symbolisme  devient  exlrêiiiemenl 
complexe,  les  opérations  sont  multiples  et  leurs  propriétés  (iif(i- 
ciles  à  retenir. 

Un  autre  essai  a  alors  été  fait  dans  une  voie  dillérente.  Ici  on  va 
conserver  le  système  de  référence,  mais  au  lieu  de  chercher  la 
simplification  de  tel  problème  donné  en' le  choisissant  avec  plus 
ou  moins  de  bonheur,  on  évitera  systématiquement  cette  particu- 
larisationet  l'on  n'écrira  des  équations  que  sous  une  forme  valable 
dans  n'importe  quel  système  de  coordonnées.  On  trouve  déjà  une 
tentative  de  ce  genre  dans  l'emploi  des  équations  abrégées  en 
Géométrie  analytique,  emploi  qui  a  «  onliibué  si  heureusement 
au  développement  de  la  géométrie  moderne.  Mais  là,  les  systèmes 
de  référence  restaient  rectilignes  (axes  ou  tétraèdres  de  référence). 
Ici  au  contraire  on  recherchera  des  méthodes  s'appliquant  A  des 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes  quelconques. 

C'est  ce  dernier  essai  qui,  systématiquement  développé,  a  conduit 
au  Calcul  différenliel  absolu  ou  Calcul  tensoriel. 

La  théorie  que  nous  allons  exposer  a  pour  bases  des  travaux  de 
Christoffel  et  de  Riemann  (qui  en  réalité  ont  été  poursuivis 
dans  un  but  différent)  et  surtout  un  Mémoire  fondamental  de 
Ricci  et  Levi-Civita,  Méthodes  de  calcul  différentiel  absolu  et 
leurs  applications  {Math.  Ànnalen,  Bd  o4,  1900). 

Pour  une  bibliographie  détaillée,  nous  renverrons  à  l'Ouvrage 
de  M.  Lecat,  Bibliographie  de  la  Belativité^  Bruxelles,  Lamertin. 

Parmi  les  Ouvrages  didactiques  récents  traitant  du  même  sujet, 
nous  nous  contenterons  de  signaler  les  suivants  : 

H.  Weyl,  Temps,  Espace,  Matière,  traduit  sur  la  quatrième 
édition  allemande  par  G.  Juvet  et  R.  Leroy,  Paris,  Albert  Blan- 
chard. 

A. -S.  Eddington,  Espace,  Temps  et  Gravitation,  traduit  de 
l'anglais  par  J.  Rossignol,  Paris,  Hermann. 
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Vo!v  LiuE,  La  Théorie  de  la  Relalivlté^  traduit  sur  la  qua- 
trième édition  allemande  par  G.  Létang,  Paris,  Gauthier-Villars. 

H.  Galbuun,  Introduction  à  la  Théorie  de  la  Relativité^  Paris, 
Gauthier-Villars. 

G.  JuvET,  Introduction  au  Calcul  tensoriel  et  au  Calcul 
différentiel  absolu^  Paris,  Albert  Blanchard. 

Nous  mentionnerons  aussi  un  intéressant  Mémoire,  basé  presque 
exclusivement  sur  des  considérations  géométriques  de  G.  Dar- 
MOis,  Eléments  de  Géométrie  des  espaces  {Annales  de  Phy^ 
sique^  \o^  série,  t.  I,  1924)  ('). 

I.  —  DÉFINITIONS  GÉNÉRALES. 

19.  Généralités.  —  Tout  système  de  n  variables  indépen- 
dantes .2?'(f  =  i,  2,  ...,  /i),  occupant  un  certain  domaine,  est  dit 
constituer  une  multiplicité  ou  une  variété  à  n  dimensions  (-). 

Pour  la  commodité  du  langage,  nous  emploierons  une  image 
géométrique  classique  et  nous  dirons  que  chaque  système  de 
\aleurs  numériques  données  aux  x*^  détermine  un  point  (x)  de  la 
multiplicité  dont  ces  nombres  sont  les  coordonnées. 

Si  l'on  remplace  les  variables  x^  par  de  nouvelles  variables  x^  (en 
même  nombre)  liées  aux  anciennes  par  certaines  relations,  on  dit 
que  l'on  a  effectué  sur  les  premières  variables  une  transformation 

qu'on  représentera  par  le  symbole  T  =  (^%  x^). 

Nous  supposerons  que  les  variables  restent  dans  des  domaines 
respectifs  tels  que  les  fonctions  définissant  la  transformation 
(donnant  par  exemple  les  x^  en  fonction  des  x^j  soient  uniformes, 
continues  et  dérivables  autant  de  fois  qu'il  nous  sera  nécessaire  et 

que  de  plus  le  déterminant  fonctionnel  — 7=^  reste  fini  et  différent 

(')  Signalons  encoie  un  ouvrage  de  T.  Lkvi-Civita,  Calcoio  dij/eren^kiie 
assoluto,  paru  pendant  que  le  présent  ouvrage  était  à  l'impression. 

(')  Le  lecteur  reconnaîtra  clairement  un  peu  -plus  lard  les  raisons  qui  nous 
conduisent  à  placer  les  indices  tantôt  en  haut,  tantôt  en  bas.  La  confusion,  pos- 
sible et  dont  ri  faut  se  garder,  entre  les  indices  -supérieurs  et  des  exposants  ne 
serajanvais  à  craindre  par  la  suite. 

Comme  nous  tenons  à  ce  que  le  Chapitre  I  soit  indépendant  du  reste  de  l'Ou- 
vrage, nous  ne  craignons  pas  de  répéter  ici  certaines  définitions  qui  y  ont  déjà 
été  données. 
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de  zéro;  on  pourra  alors  définir  de  façon  univoqiie  la  transforma- 
tion inverse  T~'  =  (x^^  x^). 

Considérons  maintenant  deux  transformations  T  et  T,  répon- 
dant aux  conditions  précédentes;  la  première  T,  appliquée  aux 

variables  j?',  permettra  d'en  déduire  de  nouvelles  variables  x^  et  la 
deuxième  T,,  appliquée  à  ces  dernières,  en  déduira  une  troisième 

série  x^.  La  transformation  qui  permettrait  de  passer  directement 
des  variables  x^  aux  variables  x^  s'appellera  \g  produit  des  transfor- 
mations T  et  T|  et  se  représentera  par  la  notation  T.Ti  =  (^%  j?'j. 

Cette  multiplication  n'est  pas  en  général  commutative. 

On  dira  qu'un  ensemble  de  transformations  (en  nombre  fini  ou 
infini)  forme  un  groupe  si  les  produits  de  deux  transformations  quel- 
conques de  l'ensemble  (ainsi  que  les  inverses  de  ces  transforma- 
tions) en  font  aussi  partie.  Cette  dernière  condit  on  implique  que 
l'on  considère  comme  faisant  aussi  partie  du  groupe  la  transfor- 
mation identique  qui  laisserait  les- variables  inchangées. 

Nous  supposerons  essentiellement  par  la  suite  que  les  transfor- 
mations que  nous  envisagerons  forment  un  groupe. 

20.  Système  de  fonctions  attaché  à  un  point  de  la  multiplicité. 
—  Soit  maintenant,  dans  un  système  de  variables  déterminé  J?% 
un  point  {x)  de  la  multiplicité  et  considérons  un  ensemble  de 
fonctions  /  en  nombre  quelconque,  fonctions  qui  pourront  du  reste 
être  définies  dans  toute  la  multiplicité  ou  seulement  en  certains 
points  plus  ou  moins  isolés. 

Un  tel  ensemble  s'appellera  un  système  de  fonctions  attache 
au  point  (x). 

Il  y  a  lieu  de  préciser  les  conventions  suivant  lesquelles  on 
transformera  un  tel  système  lorsqu'on  effectuera  sur  les  variables 

une  transformation  T  =  (j?',  x^  ). 

Le  problème  ainsi  posé  est  largement  indéterminé,  mais  néan- 
moins la  transformation  S,  correspondant  à  T,  qu'il  faudra  faire 

subir  au  système  /  pour  en  déduire  le  nouveau  système  f  doit 
satisfaire  à  certaines  conditions  logiques. 

i®  Si  la  transformation  T  se  réduit  à  la  transformation  iden- 
tique,   il  doit  en  être  de  même  de  la  transformation  S. 
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2°  Si  T  se  trouve  être  le  produit  de  deux  transformations  du 
groupe,  T,  et  T2,  S  doit  être  également  le  produit  d<\s  iransfor- 
mations  correspondantes  S|  et  S^. 

Nous  appellerons  ces  deux  conditions  les  conditions  ((^);  elles 
laissent  le  choix  entre  une  infinité  de  transformations  S  possibles^ 
mais  certaines  d'entre  elles  se  sont  imposées  si  naturellement  que 
leur  étude  s'est  condensée  en  un  corps  de  doctrine  :  le  calcul 
tensoriel. 

21.  Transformation  par  invariance.  —  Le  premier  pr(jcédé 
qui  se  présente  à  l'esprit  consiste  à  remplacer  simplement  dans 
les  fonctions  /  les  variables  x'^  par  leurs  expressions  en  fonction  des 
variables  a?%  on  obtient  ainsi  de  nouvelles  fonctions  /  liées  aux 
premières  par  des  relations  du  type 

On  dira  alors  que  les  fonctions/ ont  été  transformées  par  inva- 
riance ou  encore  que  ce  sont  des  invariants  par  rapport  à  la 
transformation  T. 

Il  est  évident  que  les  conditions  (G)  sont  remplies  (^). 

22.  Autres  procédés  de  transformation.  —  Mais  il  y  a  d'autres 
transformations  S  également  naturelles.  Supposons  par  exemple 
que  le  système/ soit  formé  de  n  fonctions  qui  soient  les  dérivées 
partielles  premières  par  rapport  aux  variables  ^'  d'une  même  fonc- 
tion :  /f=  7^>  il  paraîtra  tout  indiqué  de  transformer  par  inva- 
riance la  fonction  o  en  une  fonction  cp  et  de  faire  correspondre 
aux//  les  dérivées  partielles  de  o  par  rapport  aux  xK  On  aura 
ainsi 

(')  Il  est  bon  de  remarquer  que  ce  mot  d'invariant  a  aussi  un  autre  sens  plus 
restreint  en  mathématiques.  On  le  l'éserve  souvent  au  cas  où  la  fonction  f\x^)  se 
déduit  des  x'  par  les  mêmes  opérations  que  celles  qui  permettent  de  déduire  la 
fonction /(j^')  des  x\  C'est  par  exemple  dans  ce  sens  qu'on  dira  que  l'expres- 
sion ^--f-y'-f-c'  est  un  invariant  par  rapport  aux  substitutions  orthogonales 
effectuées  sur  les  variables  x,  y,  z. 

(^)  En  calcul  vectoriel,  le  système/,  est  alors  dit  le  gradient  du  scalaire   f . 
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De  même,  la  façon  dont  se  transforment  les  différentielles  des 
variables  dans  la  transformation  T  nous  donne  une  nouvelle 
svibstitution  S,  également  naturelle  et  définie  par  les  formules 

rz=n    

dx^=  7    -ç—dx'', 

r  =  i 

Le  lecteur  vérifiera  sans  peine  que,  pour  cette  transformation 
comme  pour  la  précédente,  les  conditions  (G)  sont  encore  satis- 
faites. 

Ce  sont  ces  deux  transformations  naturelles  que  nous  prendrons 
comme  base;  mais,  auparavant,  indiquons  les  notations  que  nous 
emploierons  par  la  suite  ainsi  qu'une  importante  convention  dont 
nous  ferons  constamment  usage. 

23.  Notations.  —  Pour  la  rapidité  de  l'écriture,  nous  représen- 
terons les  dérivées  partielles  des  variables  par  les  notations  sui- 
vantes : 

.  ,  dx^  ,.  âx^        — ; 

(i)  -=-  =  X).  et  -T —  =  x'... 

dxr  -  OX'- 

24.  Convention  de  sommation.  Indices  muets.  —  Dans  les  for- 
mules que  nous  venons  d'écrire  dans  les  paragraphes  précédents 
figure  un  signe  de  sommation  étendu  à  toutes  les  valeurs  i, 
2,  . . .,  /i  prises  par  un  indice  r  figurant  deux  fois  dans  le  monôme 
constitutif  du  second  membre. 

Nous  consiiendrons  essentiellement^  chaque  fois  qu^il  en 
seraainsi^  de  supprimer  le  signe  correspondant  de  sommation^ 
et  inversement^  chaque  fois  qu^un  monôme  contiendra  deux 
fois  un  même  indice^  à  moins  d*  indication  contraire^  la  som- 
mation  devra  être  effectuée  pour  toutes  les  valeurs  de  cet 
indice  allant  de  i  à  n  (*). 


(')  Cette  convention  de  sommation  qui  peut  paraître  on  peu  artificielle  est  au 
fond  extrêmement  importante.  Elle  se  justifiera  d'elle-même  par  sa  commodité, 
car  on  constatera,  comme  le  dit  M.  Eddington,  qu'elle  donne  toujours  aux  cal- 
culs une  impulsion  dans  un  sens  favorable. 
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D'après  cela,  les  formules  que  nous  avons  écrites  précédem- 
ment deviendront 

fi=z  x''-/,.        (pour  le  gradient  d'un  scalaire) 
et 

dx\:=.  x\.  dx^'        (pour  les  différentielles). 

Nous  condensons  ainsi  deux  groupes  de  n  formules  distinctes 
contenant  chacune  n  termes  aux  seconds  membres. 

De  tels  indices  de  sommation  s'appelleront  des  indices  muets; 
on  peut  évidemment  changer  le  nom  de  tout  indice  muet  et,  ])ar 
<^xemple,  la  première  des  équations  précédentes  s'écrit  tont  aussi 
bien 

li=^)f.    (S. 

Comme  nous  le  verrons  plus  loin,  tout  indice  muet  occupera 
dans  un  monôme  (sauf  de  rares  exceptions)  une  fois  la  position 
haute  et  une  fois  la  position  basse. 

25.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  x\.  et  x^^.  —  Si  nous 

reprenons  les  expressions  des  différentielles  totales  des  variables, 
nous  pourrons  écrire  les  deux  groupes  de  formules 

dx^  =  x].  dx'\ 
dx^=x^dx^. 

Les  deuxièmes  résulteraient  du  reste  de  la  résolution  par  les 
formules  de  Cramer  des  équations  du  premier  groupe,  résolution 
certainement  possible  d'une  façon  unique  puisque  le  déterminant 
fonctionnel  est  différent  de  zéro. 

Si  l'on  élimine  entre  ces  équations  les  quantités  dx^,  on  devra 
tomber  sur  des  identités 

\XOC    — ~  Ou  f  »A/  ^  %JL30    - 

ce  qui  implique  immédiatement 

o     si     5  ^  î, 


V  S    """ 

I       SI       S  =  l. 


(')  Il  y  a  là  quelque  chose  de  tout  à  fait  analogue  au  fait  que  dans  une  inté- 
grale déûaie  le  nom  de  la  variable  d'intégration  n'a  aucune  importance. 
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De  même,  en  éliminant  au  contraire  les  t/.r',  on  trouverait  les 

relations  suivantes  : 

o     si     s^  f, 


/    I 


SI      s  =  l. 


Ces  relations  ne  sont  du  rest«  que  les  identités  bien  connues 
déduites  du  développement  d'un  déterminant  par  ra[)port  à  ses 
lignes  ou  à  ses  colonnes. 

Si  nous  convenons,  comme  il  sera  commode,  d'appeler  oj  une 
quantité  égale  à  i  ou  à  o  suivant  que  i  est  égal  à  s  ou  différent 
de  5,  les  formules  précédentes  (qui  seront  fondamentales  pour  la 
suite)  s'écriront 

0  si     *  p^  if 

1  si     s  =  i      (  *  ). 


('^) 


x',.2c'g=^  x',.x'^=  ^ji        avec        8^  = 


26.  Systèmes  tensoriels  du  premier  ordre.  —  Par  définition, 
nous  appellerons  système  lensoricl  covariant  du  premier  ordre 
tout  ensemble  de  n  fonctions  A,,  attachées  au  point  (x)  et  se  trans- 
formant comme  le  gradient  d'un  scalaire,  c'est-à-dire  d'après  la  loi 


W 


A,.=  ^P.Ap. 


De  même,  nous  appellerons  système  tensoriel  cojitrevariûnt 
du  premier  ordre  tout  ensemble  de  n  fonctions  A'"  attachées 
au  point  [x)  et  se  transformant  comme  les  différentielles  des 
variables,  c'est-à-dire  d'après  la  loi 


(4) 


r 


Le  caractère  covariant  sera  toujours  indiqué  par  un  indice 
inférieur^  le  caractère  contrevariant  toujours  par  un  indice 
supérieur  {^). 


(*)  Il  faut  écrire  5^.  =  i  si  s  =  i,  et  non  o{=  i,  ce  qui  sei'^il  inexact  à  cause  de 
la  convention  de  sommation  (6^=  n). 

(-)  Il  pourrait  paraître  pins  logique  d'appeler  systèmes  covariants  ceux  qui  se 
transforment  d'après  la  loi  (4),  c'esl-'à-dirc  qui  varient  comme  les  variables 
fondamentales. 

En  réalité,  la  notation  dont  nous  nous  servons  ici  (et  qui  est  à  peu  près  uni- 
versellement adoptée)  a  pris  naissance  dans  la  géométrie  linéaire.  Expliquons-le 
en  deux  mots  en  nous  plaçant  dans  l'espace  ordinaire  à  trois  dimensions. 

Pour  repérer  dans  l'espace  linéaire  un  vecteur  (V)  d'origine  O,  on  mène  par  O 
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27.  Inversion  des  formules  précédentes.  —  En  échangeant  les 
rôles  des  variables  x'-  et  x^  les  formules  (3)  et  (4)  s'écrivent  aussi 
bien  sous  la  forme 

(3')  Ar  =  ^PÂp, 

(4')  A'-=^JÂP. 

Pour  nous  familiariser  avec  le  mécanisme  du  calcul  tensoriel, 
donnons  la  démonstration  directe  de  la  formule  (3'). 
Partons  de  la  formule  (3) 

Ar  =  £Ç:Ap; 

multiplions  les  deux  membres  par  x'^  et  faisons  la  sommation 
implicitement  contenue  dans  le  fait  que  r  devient  indice  muet, 
nous  aurons  successivement 

a7;"A;.=  ^?a7;Ap=  8PAp=  A^, 
ce  qui  n'est  autre  que  la  formule  (3')  (M- 

28.  Systèmes  tensoriels  du  second  ordre.  —  Partons  par 
exemple  de  deux  systèmes  covariants  du  premier  ordre,  B,  et  Gr, 
formons  les  n^  fonctions  A^^=B^C^  et  cherchons  leur  loi  de 
transformation  quand  on  change  de  variables. 


trois  vecteurs  de  base  (ou  vecteurs  unités)  (Ui),  (U,),  (U3),  arbitrairement 
choisis,  mais  non  situés  dans  un  même  plan.  On  décompose  ensuite,  suivant 
leurs  lignes  d'action,  le  vecteur  (V)  en  trois  vecteurs  (Vj),  (V.^),  (V'3),.  f-es 
coordonnées  du  venteur  (V)  seront  alors  les  trois  modules  x\  ^-,  x^  des  liomo- 
théties  qu'il  faudrait  faire  subir  respectivement  aux  vecteurs  unités  (U). 
(Uj),  (U3)  pour  obtenir  les  vecteurs  (Vi),  (V^j)»  (^:!)- 
Si  l'on  change  les  vecteurs  de  base,  en  les  remplaçant  par  trois  autres  (U,), 

(U,),  (O3),  liés  aux  premiers  par  les  relations  vectorielles 

(ÎI,)=Af(L\). 

on    voit   de   suite    que    les    nouvelles    coordonnées    de    (V)    seront    reliées   aux 
anciennes  par  les  formules 

Ces  coordonnées  se  transforment  donc  en  sens  contraire  des  vecteurs  de  base, 
d'où  le  nom  qui  leur  a  été  donné  de  variables  contrevariantes. 

(')  On  se  familiarise  vite  avec  l'emploi  des  formules  (3)  et  (4),  (3  )  et  (4'): 
pour  faciliter  l'effort  de  mcmoipt,  il  suffit  de  se  l'appeler  que  le  système  des 
différentielles  clx'  est  contr^variant.  C'est  précisément  pour  celte  raison  que 
nous  avons  affecté  les  variabUs  d'un  indice  supérieur. 
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Celte  loi  est  évidente;  on  a  en  ellet 


d'où 
c'est-à-dire 


Tout  système  de  n-  fonctions  se  transformant  suivant  cette  loi 
sera  dit  constituer  un  système  iensoriel  covariant  du  second 
ordre. 

En  partant  de  deux  systèmes  contrevariants  du  premier  ordre, 
nous  définiroiis  de  même  les  systèmes  tensoriels  contrevariants 
du  second  ordre ^  ensembles  de  /i^  fonctions  A'"^  obéissant  à  la  loi 
de  transformation 

Enfin,  en  partant  de  deux  systèmes  du  premier  ordre,  l'un 
côvariant,  l'autre  contrevariant,  nous  définirons  des  systèmes 
tensoriels  mixtes  du  second  ordre  avec  la  loi  de  transformation 

A;:^  =  £px^Ap''     ('). 

En  résumé,  les  formules  de  transformation  des  systèmes  tenso- 
riels du  second  ordre  seront  données  par  le  tableau  suivant  : 

Ar5=  arPa^^Ap^x         (systèmes  covarianls), 
(5)  \  A''^=  x'pXîlykP^        (syst«:mes  contrevarianis), 

A;/ =  ;rPa7j^  Ap  (systèmes  mixtes). 


29.  Généralisation  définitive.  —  Il  est  évident  qu'un  procédé 
analogue  permettra  de  définir  des  systèmes  d'un  ordre  quelconque. 
Il  suffira  d'en  donner  un  exemple.  Un  ensemble  de  ?i''^  fonc- 
tions sera  dit  former  un  système  tensoriel  du  troisième  ordre^ 
côvariant  par  mpport  aux  indices  r  et  t^  contrevariant  par 


(')  Il  y  aura  lieu  en  général  par  la  suite  de  prêter  la  plus  grande  attention  à 
l'ordre  des  indices;  pour  le  mettre  en  évidence,  dans  le  cas  des  systèmes  mixtes, 
nous  metta'ons  en  face  de  chaque  indice  un  point  destiné  à  marquer  sa  place 
dans  la  rangée  où  il  ne  figure  pas. 


I 
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rapport  à  Vindice  s,  s'il  se  transforme  d'après  la  loi 

(6)  Â-r^,t  =  f  f^ff^Ap^^T. 

Cette  formule  contient  en  réalité  toutes  les  formules  précé- 
dentes en  supposant  que  certains  indices  viennent  à  disparaître, 
et  même,  par  extension  elle  contient  le  cas  des  invariants  qui 
apparaissent  comme  des  systèmes  d^ ordre  zéro, 

La  formule  (6)  s'inverse  facilement  et  s'éririt  aussi  bien 

(6'.)  A/.,=  ^P^^^"jÂp'^.    (1). 

^( 

Remarque.  —  L'intérêt  des  transformations  du  calcul  tensoriel 
réside  dans  le  fait  qu'elles  s'appliquent,  non  seulement  pour  cer- 
taines transformations  T  formant  un  groupe  particulier,  mais  bien 
pour  toutes  les  transformations  imaginables,  sous  la  seule  réserve 
des  conditions  d'existence  et  de  continuité  des  dérivées  que  nous 
avons  mentionnées  plus  haut. 

IL  —  ALGÈBRE  TENSORIELLE. 

Naus  allons  maintenant  préciser  les  opérations  auxquelles  on 
peut  soumettre  les  systèmes  tensoriels. 

30.  Multiplication  par  un  invariant.  —  Il  est  évident  que  si  l'on 
multiplie  toutes  les  composantes  d'un  système  qnelconque  par  un 
riiême  invariant,  on  obtient  encore  un  système  de  même  type. 

31.  Addition.  —  Etant  donnés  deux  ou  plusieurs  systèmes  de 
même  type^  si  l'on  additionne  leurs  composantes  de  même  indice 
on  obtient  un  nouveau  système  de  même  type  qui  est  dit  leur 
somme. 

Cette  opération  qui  est  évidemment  commutative  et  associative  est 
l'analogue  de  l'addition  vectorielle. 

32.  Multiplication.  —  Etant  donnés  deux  systèmes  de  types  et 


(')  Il  suffit  de  surligner  les  fonctions  qui  ne  l€  sont  pas,  d'effacer  le  irait  de 
celles  qui  le  sont  et  de  changer  la  place  du  trait  dans  chaque  dérivée  partielle. 
Le  calcul  direct  en  ost  du  reste  immédiat. 
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d'ordres  quelconques^  si  l'on  multiplie  de  toutes  les  façons  pos- 
sibles les  composantes  de  l'un  par  celles  de  l'autre,  on  obtient 
encore  un  nouveau  système  dont  l'ordre  est  égal  à  la  somme  des 
ordres  des  précédents  et  qui  est  dit  leur  produit  extérieur  (♦). 

Cette  multiplication  est  commutative,  associative  et  distributive 
par  rapport  à  l'addition  (^). 

33.  Contraction.  —  Considérons  un  système  mixte  du  deuxième 
ordre,  A;*;  il  se  transforme  d'après  la  loi 

Faisons  dans  cette  formule  s  =  /',  ce  qui  entraîne  la  sommation 
par  rapport  à  r  devenu  indice  muet,  nous  aurons 

Â/  =  £PÏ'^Ap^=  ôP  Ap'^^  ApP=  A;^ 

Conclusion.  —  A^?  est  un  invariant.  Cette  opération  qui  per- 
met de  passer  d'un  système  mixte  du  second  ordre  à  un  invariant 
porte  le  nom  de  contraction. 

Extension  à  des  systèmes  d^ ordre  plus  élevé.  —  Si  nous  appli- 
quons la  même  méthode  à  un  système  mixte  quelconque,  A„*'^^par 
exemple,  en  y  égalant  les  indices  s  ei  t  qui  deviennent  alors  indices 
muets,  on  voit  de  suite  que  A  *  ''\  se  transforme  comme  un  sys- 
tème du  type  B„^'  d'ordre  inférieur  de  deux  unités  au  système 
donné. 

Remarque.  —  Lorsque  le  système  est  d'un  ordre  supérieur  au 
deuxième,,  on  peut  en  général  en  tirer  des  systèmes  contractés 
différents  suivant  les  indices  que  l'on  convient  d'égaler. 

(')  Il  est  inutile  de  donner  la  démonstration  de  cette  proposition,  puisque 
c'est  de  ce  procédé  même  que  nous  sommes  -partis  pour  former  des  systèmes 
d'ordre  de  plus  en  plus  élevé. 

(^)  Il  y  a  cependant  lieu  de  remarquer  que,  si  la  multiplication  est  commuta- 
tive en  ce  sens  que  les  deux  facteui;s  jouent  le  même  rôle,  il  est  bon  de  faire 
attention  aux  notations.  Pour  un  produit  de  deux  systèmes  du  premier  ordre, 
par  exemple,  il  conviendra  de  représenter  par  des  lettres  dilTérenles  les  deux 
systèmes  produits 

Krs^^r.Cs        et        a;.^=C,.B^. 

Ces  deux  systèmes  ont  bien  les  mêmes  composantes,  mais  elles  ne  sont  pas  écrites 
dans  le  même  ordre. 
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34-.  Multiplication  mixte  et  multiplication  intérieure.  —  Étant 
donnés  deux  systèmes  tensoriels,  on  peut  faire  suivre  leur  multi- 
plication extérieure  d'une  contraction  plus  ou  moins  répétée 
appliquée  à  des  indices  appartenant  à  l'un  et  à  l'autre  des  sys- 
tèmes. On  obtient  ainsi  la  multiplication  mixte. 

En  particulier,  ce  procédé,  appliqué  à  deux  systèmes  du  pre- 
mier ordre  de  types  différents,  donne  naissance  à  l'invariant  A,  B'' 
qui  porte  le  nom  de  produit  intérieur  des  deux  systèmes  et  qui 
est  l'analogue  du  produit  scalaire  du  calcul  vectoriel  ('). 

35.  Procédés  permettant  de  déceler  le  caractère  tensoriel  d'un 
système.  —  Lorsqu'un  système  de  fonctions  s'introduit  dans  un 
problème,  on  peut  quelquefois  reconnaître  son  caractère  tensoriel 
en  vérifiant  s'il  obéit  aux  lois  de  transformation  des  systèmes 
tensoriels  ou  encore  s'il  n'est  pas  composé  par  addition,  multipli- 
cation ou  contraction  à  l'aide  de  systèmes  tensoriels  plus  simples. 
Mais  il  existe  aussi  un  troisième  procédé  courant  très  important. 

Soit  un  système  de  fonctions  dépendant  par  exemple  de  trois 
indices  [auxquels  à  dessein  nous  n^assignons  pas  de  places) 
A(/*,  .ç,  t)  et  supposons  que  le  produit  contracté  A(r,  5,  t)  Çr"1.yC' 
soit  un  invariant^  quels  que  soient  les  systèmes  tensoriels  ?, ,  Ov,  C'j 
on  pourra  affirmer  que  le  système  A(r,  5,  t)  constitue  un  sys- 
tème tensoriel  contrevariant  par  rapport  aux  indices  r  et  5, 
coKariant  par  rapport  à  V indice  t. 

En  effet,  la  propriété  d'invariance  mentionnée  dans  l'énoncé 
s'exprime  par  l'égalité 

ou  encore  d'après  (3)  et  (4) 

A(r,  s,  t}'^rrisV=  A(p,  (T,  t)  ^^jp-^£]F,.-f],,Ç', 
c'est-à-dire 

[A(r,  5,  0  —  A(p,  (T,  x)a7j^*£y]  Ç,.ri^!;'=r  o. 

(M  La    différentielle  totale  r~  dx'  d'un  invariant/  est  un  exemple  simple  de 

multiplication   intérieure  et   la  propriété  d'invariance    de  ce    produit   contracte 
est  bien  connue. 

APPrLL.    —   V.  3 
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Nous  avons  dans  le  premier  membre  une  forme  trilinéaire  des 
variables  fr,  '^ij,  Ç'  qui  doit  être  identiquement  nulle,  il  s'ensuit 
qu'on  aura,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  indices  r,  5,  t, 

A(r,  s,  0  =  ^pâ^if^yA(p,  ff,  X), 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  ('). 

Corollaire.  —  Le  lecteur  démontrera  sans  peine,  en  se  basant 
sur  la  proposition  précédente,  le  corollaire  suivant  : 

Si  le  système  de  fonctions  X{r^  5,  t)  est  tel  que  le  produit  con- 
tracté A(/-,  5,  ^)  B,.^  forme  un  système  tensoriel  covariant  du 
premier  ordre^  quel  que  soit  le  système  tensoriel  B^.»,  on  pourra 
affirmer  que  le  système  A{ry  5,  /)  constitue  un  système  tensoriel 
conlrevariant  par  rapport  aux  indices  r  et  5,  covariant  par 
rapport  à  l'indice  t  (2). 

36.  Conséquence  :  Modiôcation  de  la  définition  des  systèmes 
tensoriels.  —  Les  propriétés  précédentes  peuvent  servir  de  défini- 
tion pour  les  systèmes  généraux;  c'est  le  point  de  vue  adopté  en 
particulier  par  H.  Wejl  (  Temps^  Espace,  Matière,  édition  fran- 
çaise, p.  27). 

H.  Wejl  introduit  plusieurs  séries  de  variables  dont  les  unes  à 
indices  inférieurs  se  transforment  par  çovariance,  les  autres  à 
indices  supérieurs  se  transforment  par  contrevariance. 

Ceci  posé,  se  donner  par  exemple  un  système  tensoriel  du 
troisième  ordre,  contrevariant  par  rapport  aux  indices  r  et  5,  cova- 
riant  par  rapport  à  l'indice  t,  c'est  se  donner  une  forme  trilinéaire 


.(')  La  démonstration  précédente  suppose  essentiellement  que  les  systèmes 
Je  composantes  respectives  ^^,  t,,,  Ç'  sont  quelconques.  Par  exemple  le  fait 
:fue  A(r,  s)^''^'  est  un  invariant  quel  que  soit  le  seul  système  de  composantes  %'' 
entraîne  seulement  la  conséquence  que  les  quantités  A(/*,  s)  4- A  (5,  r)  forment 
un  système  tensoriel  covariant  du  second  ordre.  On  n'en  déduira  une  conséquence 
certaine  sur  les  A(r,  s)  elles-mêmes  que  dans  des  cas  particuliers,  par  exemple 
si  \{r,  s  )  =  A  {s,  r),  ou  bien  encore  si  l'on  a  pu  démontrer  directement,  comme 
nous  en  verrons  plus  tard  une  application,  que  les  quantités  A  (  r,  s)  —  A  (.s,  r) 
forment  elles  aussi  un  système  tensoriel  covariant  du  second  ordre. 

(^)  Il  est  à  peine  besoin  de  faire  remarquer  que  les  propriétés  données  ci- 
dessus  sur  des  cas  particuliers  pour  la  commodité  de  l'écriture  et  de  l'expression 
sont  absolument  générales. 
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par  rapport  à  trois  séries  de  variables 

qui  reste  identiquement  invariante  dans  toute  transformation  des 
variables  de  base. 

Les  coefficients  de  la  forme  sont  alors  les  composantes^  du  sys- 
tème. 

37.  Systèmes  tensoriels  spéciaux.  — Les  sy/stèmes  que  Ton  ren- 
contre en  mécanique  ou  en  physique  possèdent  en  général  d'im- 
portantes propriétés  de  symétrie. 

r*  Systèmes  symétriques.  —  On  dit  qu'un  système  contre- 
variant  ou  covariant  est  symétrique  si,  en  échangeant  les  valeurs 
de  deux  indices  quelconques,  on  retombe  sur  une  composante  du 
même  système  égale  à  la  première. 

Par  exemple,  pour  un  système  covariant  du  deuxième  ordre, 
cette  propriété  se  traduira  par  l'égalité 

^rs  ^^  ^^ Sri 

qui  devra  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  des  indices  r  et  s, 

2°  Systèmes  symétriques  gauches  {ou  antisymétriques).  — 
On  dit  qu'un  système  contrevariant  ou  covariant  est  symétrique 
gauche  si,  en  échangeant  les  valeurs  de  deux  indices  quelconques, 
on  retombe  sur  une  composante  du  même  système  opposée  à  la 
première. 

Dans  le  cas  d'une  multiplicité  à  trois  dimensions  par  exemple, 
un  système  antisymétrique  du  second  ordre  n'a  que  trois  compo- 
santes distinctes  non  nulles,  car  on  a 

An  =  A22=  A:;3=o,  A.,.>  =  —  A21,         A23  =  — A32J         A^  =1^  —  A^; 

un  système  antisymélrique  du  troisième  ordre  a  ses  composantes 
soit  nulles  soit  égales  entre  elles  en  valeur  absolue  et  il  n'existe 
pas  de  système  antisymélrique  d'ordre  supérieur  à  trois. 

Le  lecteur  vérifiera  sans  peine  que  ces  propriétés  de  symétrie 
droite  ou  gauche  se  conservent  par  un  changement  de  variables. 

Nous  rencontrerons  plus  tard,  pour  des  systèmes  tensoriels 
d'ordre  supérieur  à  2,  des  cas  plus  complexes  où  la  symétrie 
droite  ou  gauche  n'a  lieu  que  pour  certains  groupes  d'indices. 
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III.  —  FORME  QUADRATIQUE  FONDAMENTALE. 

38.  Définition.  — ■  Dans  les  questions  géométriques  ou  physiques 
que  nous  étudierons  par  la  suite,  nous  introduirons  une  forme 
quadratique  des  différentielles  des  variables 

gikdx''dx^, 

que  nous  appellerons  la  forme  quadratique  fondamentale. 

Les  gih  sont  des  fonctions  (continues  et  dérivables)  des  coor- 
données x^  et  la  valeur  de  la  forme  quadratique  fondamentale  sera 
dite  le  carré  de  la  distance  séparant  les  deux  points  de  coor- 
données x^  et  x^-\-dx^^  sans  qu'il  faille  voir,  jusqu'à  nouvel  avis, 
autre  chose  dans  cette  appellation  de  distance  qu'un  langage  géo- 
métrique conventionnel  commode. 

Toute  multiplicité  dans  laquelle  on  aura  ainsi  défini  la  distance 
de  deux  points  voisins  sera  dite  un  espace. 

Par  définition  même,  la  forme  fondamentale  sera  supposée 
donnée  dans  un  système  de  variables  déterminé  et  sera  trans- 
formée par  invariance  si  Von  veut  Vavoir  dans  un  autre  sys- 
tème. 

Nous  supposerons  du  reste  essentiellement,  ce  que  nous  avons 
montré  être  toujours  possible  dans  le  Chapitre  I,  que  ses  coeffi- 
cients satisfont  à  la  loi  de  symétrie 

gik^  gki- 

39.  Systèmes  tensoriels  fondamentaux  du  second  ordre.  — 
D'après  le  théorème  du  n"  35  et  la  remarque  qui  l'accompagne  en 
noie,  les  fonctions  gik  forment  un  système  tensoriel  covariant  du 
second  ordre. 

D'autre  part,  avec  les  n"^  composantes  gi^^  on  peut  former  un 
déterminant  o  —Il ^,A II  qu'on  appelle  le  discriminant  de  la  forme 
quadratique  fondamentale.  Nous  supposerons  ce  discriminant 
essentiellement  différent  de  zéro;  cette  condition  est,  comme  il 
est  bien  connu,  celle  qui  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
forme  puisse  se  décomposer  en  une  somme  algébrique  de  carrés 
de  n  formes  linéaires  ihdépendantes  ('). 


n 


(')  La  forme  quadratique  est  alors  dite  non  dégénérée  {voir  Ctiapitre  I). 
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Nous  avons  montré,  au  n**  i  1,  que,  dans  un  changement  de  va- 
riables {x^y  X'^)j  le  discriminant  se  trouve  multiplié  par  le  carré  du 
déterminant  fonctionnel  delà  transformation;  si  donc  il  est  différent 
de  zéro  dans  un  système  de  variables,  il  Test  aussi  dans  tous  les  autres. 

Ceci  posé,  étant  donne  un  système  contrevariant  quelconque  du 
premier  ordre  A%  formons  le  produit  contracté 

et  résolvons  les  équations  ainsi  obtenues  par  rapport  aux  compo- 
santes A*  ;  on  aura  des  relations  de  la  forme 

dans  lesquelles  les  coefficients  g'^^  seront  les  mineurs  normalisés 
du  discriminant  g  (^). 

De  là  il  résulte  (toujours  par  application  du  même  théorème) 
que  les  quantités  ^'*  sont  les  composantes  d'un  système  contre- 
variant du  second  ordre  qui  est  évidemment  également  symétrique. 

Enfin  par  multiplication  contractée,  nous  en  tirerons  le  système 
mixte 

et  les  relations  fondamentales  des  déterminants  démontrent  de 
suite  qu^on  a 


^k 


4  o     si     i  ^  A, 
/    I     si     i  =  A 


Les  trois  systèmes  ainsi  définis  ^/a,  ^^S  ^a  fomient  le  groupe 
des  systèmes  tensoriels  fondamentaux  du  second  ordre  (^). 

40.   Systèines  associés.  Tenseurs.  —  Deux  systèmes  du  premier 

(*)  C'est-à-dire  tels  que  l'on  ait 

(  —  lY^^ 
^'4—:: L —  X  mineur  relatif  à  ^,t 

(^)  11  n'y  a  pas  lieu  ici  de  préciser  davantage  la  place  des  indices  i  et  k  dans 
le  premier  membre  à  cause  de  la  symétrie  des  systèmes  du  second  membre. 

(')  Lé  système  mixte  g)^'}on\X.  de  la  propriété  remarquable  d'avoir  les  mêmes 
composantes  dans  tous  les  systèmes  de  coordonnées;  on  l'appelle  quelque  ois  !<' 
système  unitaire. 
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ordre  A'  et  Xi  de  types  différents,  tels  que  ceux  que  nous  avons 
introduits  plus  haut,  liés  par  les  relations 

ou  par  les  relations  équivalentes 

sont  dits  des  systèmes  associés  ou  encore  des  systèmes  r-éci- 
proques. 

Si  deux  systèmes  sont  égaux,  leurs  associés  sont  évidemment 
égaux.  Si  l'on  forme  le  produit  contracté  A^B'*,  l'invariant  obtenu 
est  le  même  que  si  l'on  avait  opéré  avec  les  réciproques  (JU^'iibr. 
Enfin  remarquons  que,  dans  le  cas  particulier  important  où  la 
forme  quadratique  fondamentale  se  réduit  à  la  somme  des  carrés 
des  différentielles  des  variables,  deux  systèmes  associés  ont  les 
mêmes  composantes. 

Ces  différentes  raisons  (qui  se  préciseront  plus  tard  sur  les 
exemples)  nous  conduiront  à  regarder  deux  systèmes  associés 
comme  représentant  un  seul  et  même  être  géométrique  ayant  ainsi 
à  la  fois  des  composantes  covariantes  et  des  composantes  contre- 
variantes,  être  auquel  nous  donnerons  le  nom  de  tenseur. 

On  représentera  alors  ces  composantes  par  la  même  lettre  avec 
une  place  différente  pour  l'indice  et  les  formules  données  plus 
haut  deviendront 


Quant  au  tenseur  lui-même,  npus  emploierons  pour  le  repré- 
senter la  notation  (A). 

On  concrétise  les  relations  (7)  en  disant  que  la  première  réa- 
lise rabaissement  de  Vindice^  la  deuxième  V élé{>ation  de  Vih- 
dice. 

Si  l'on  avait  opéré  de  même  en  remplaçant  les  systèmes  cova- 
riant  et  contrevariant  fondamentaux  par  le  système  fondamental 

mixte,  on  aurait  eu 

IA.=  4A„ 

)  A^  =  ^^^A^. 

Le  système  mixte  s'appelle  pour  cette  raison  un  opérateur  de 
substitution  d^indice. 
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Généralisation.  —  Les  règles  précédentes  d'abaissement  et 
d'élévation  d'indices  s'appliquent  tout  aussi  bien  à  des  systèmes 
d'ordre  supérieur.  On  aura  par  exemple 

Naturellement,  en  général  il  faut  tenir  compte  de  celui  des  deux 
indices  dont  on  change  la  place  et  par  exemple  le  système 

sera  différent  du  précédent.  Ces  deux  systèmes  mixtes  seront 
cependant  identiques  si  A//f=  A;i/,  c'est-à-dire  si  le  système  donné 
est  symétrique  et  il  n'y  aura  alors  aucun  inconvénient  à  employer 
pour  les  désigner  la  notation  plus  simple  A^-. 

On  vérifie  aussi  immédiatemenl  que  la  succession  des  deux 
opérations  d'abaissement  et  d'élévation  portant  sur  un  même  indice 
redonne  le  système  primitif. 

Ici  encore  (et  de  même  dans  des  cas  plus  généraux)  nous  par- 
lerons du  tenseur  du  second  ordre  (A)  ayant  pour  composantes 
de  différents  types  les  systèmes  tensoriels  A,>,  A"^,  A'^.  En 
particulier,  les  trois  systèmes  tensoriels  fondamentaux  gi^^^  g^-,  g'^ 
définissent  le  tenseur  fondamental  du  second  ordre  (G)  que 
l'on  appelle  encore  souvent  le  tenseur  métrique. 

Remarque.  —  Etant  donné  un  tenseur  quelconque  (d'ordre  au 
moins  égal  à  2),  on  pourra  toujours,  en  appliquant  l'opération  de 
la  contraction  à  ses  composantes  mixtes,  en  déduire  un  nouveau 
tenseur  d'ordre  inférieur  de  deux  unités  au  premier.  En  particulier, 
de  tout  tenseur  d'ordre  pair,  on  pourra  déduire  par  application 
repétée  de  ce  procédé  un  invariant  (ou  tenseur  d'ordre  zéro)  qui 
sera  dit  la  trace  du  tenseur  primitif.  Cette  trace  n'est  du  reste 
unique  que  pour  les  tenseurs  symétriques  (♦). 

41.  Règles  du  «  jeu  des  indices  ».  —  On  peut  encore  énoncer 
les  deux  règles  suivantes  d'application  usuelle  : 

1°  Dans  tout  monôme  tensoriel  où  se  trouve  un  indice  muet, 
on  peut  élever  cet  indice  à  partir  de  sa  position  inférieure  en 
l'abaissant  en  même  temps  à  partir  de  sa  position  supérieure. 

(')  Par  exemple  la  trace  du  tenseur  fondamental  (G)  n'est  autre  chose  que  le 
nombre  n  des  dimensions  de  l'espace  considéré. 
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Par  exemple,  le  monôme  A^^B^  s'écrira  successivemenl 
ArvB;.=-  ^•P^raAp,B^=  ^P  Ap,B<^=  Ap,BP=  A^.B''. 

2"  Si  dans  tous  les  ternies  d'une  équation  tensorielle  figure  un 
même  indice  non  muet,  on  a  une  équation  équivalente  en  élevant 
ou  en  abaissant  cet  indice  dans  toutes  les  positions  qu'il  occupe  (  '  ). 

Par  exemple  les  équations 

A.'i.-^B^.G, 

sont  équivalentes  aux  combinaisons  qu'on  en  tire 

AVpAPf  =  ^'^.pBP.C/, 
donc  à 

IV.  -  LIGNES  GÉODÉSIQUES. 

42.  Définition  et  équations  différentielles  des  géodésiques.  — 
Nous  poursuivrons  plus  loin  l'étude  géométrique  des  espaces  que 
nous  venons  de  définir;  nous  anticiperons  cependant  sur  elle  en 
introduisant  dès  maintenant  la  notion  importante  de  ligne  géo- 
désique. 

Si  nous  supposons  que  les  variables  x'^  sont  des  fonctions  d'un 
paramètre  t,  le  point  qu'elles  définissent  est  mobile  et  décrit  une 
courbe.  En  particulier,  l'ensemble  de  tous  les  points  pour  lesquels 
le  paramètre  est  compris  entre  deux  limites  fixes  t^  et  t^  formera 
un  arc  de  la  courbe,  arc  dont  la  longueur  sera  donnée  conven- 
tionnellement  par  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


-i\ 


(')  Il  est  à  remarquer  que  notre  convention  de  sommation  des  indices  muets 
est  l'analogue  do  la  règle  de  contraction;  il  s'ensuit  que  tout  indice  muet  doit 
bien  occuper  dans  tout  monôme  une  fois  la  position  haute  et  une  fois  la  posi- 
tion basse.  De  même  les  indices  non  muets  doivent  être  en  même  nombre  dans 
tous  les  monômes  d'une  équation,  y  être  représentés  par  les  mêmes  lettres  et  y 
occuper  les  mêmes  places.  Ces  remarques  doivent  être  regardées  comme  des  com- 
pléments aux  lois  bien  connues  de  l'homogénéité  des  formules  physiques,  elles 
subsistent  tant  que  la  généralité  des  formules  n'a  pas  été  détruite  par  un  choix 
particulier  du  système  de  coordonnées. 
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Cet  arc  sera  susceptible  d'être  orienté  et,  par  suite,  nous  pour- 
rons définir  sa  longueur  en  grandeur  et  en  signe  ('). 

Parmi  les  courbes  de  l'espace  reliant  deux  points  fixes  Pq  et  P|, 
nous  donnerons  le  nom  de  géodcsiques  à  celles  dont  la  longueur 
est  maximum  ou  minimum  par  rapport  à  celle  des  courbes  voi- 
sines. La  définition  que  nous  donnons  ainsi  estévidemment  indépen- 
dante du  système  de  coordonnées,  puisque  la  notion  de  longueur 
en  est  elle-même  indépendante. 

Pour  déterminer  ces  courbes,  s'il  en  existe,  nous  emploierons  une 
méthode  classique  du  calcul  des  variations  (=J). 

Soit  L  une  telle  courbe;  nous  prendrons  comme  paramètre  pour 
fixer  la  position  d'un  point  sur  elle  l'arc  s  compté  à  partir  d'une 
certaine  origine,  le  sens  positif  étant  celui  de  Pq  à  P|  ;  soient  de 
plus  Sq  et  5j  les  abscisses  curvilignes  de  ces  deux  derniers  points. 

Déformons  un  peu  cette  courbe  en  lui  conservant  les  mêmes 
extrémités.  Pour  cela,  Jonnons-nous  un  ensemble  de  n  fonctions 
continues  arbitraires  5'  {s)^  s'annulanl  aux  limites  Sq  et  5^,  et  dési- 
gnons par  £  une  quantité  infiniment  petite  indépendante  de  s)  le 
point  Q  de  coordonnées  x^ -\-  tzf  décrira,  s  variant  de  Sq  à  5,,  une 
courbe  L,  très  voisine  de  L. 

Représentons  pour  un  moment  par  des  lettres  accentuées  les 
dérivées  par  rapport  à  s  et  posons 

^{x,  x')  =  giiçx'ix'^. 

La  fonction  ^  est  identiquement  égale  à  i  tout  le  long  de  la 
courbe  L  et  elle  prend  sur  la  courbe  L|  la  valeur 

<Pix  H-  ef,  x' -^  eÇ'). 
Ceci  posé,  la  longueur  /  de  L  est  évidemment  s^  —  Sq  et  celle 


(')  Le  choix  de  la  détermination  de  6-  ne  présentera  aucune  difficulté  si  la 
forme  quadratique  fondamentale  est  définie.  Si,  au  contraire,  elle  n'est  pas  déHnie, 
il  sera  bon  de  ne  considérer  que  des  arcs  de  courbe  restan*  dans  une  région  de 
l'espace  où  elle  conserve  un  signe  constant. 

Nous  supposerons  aussi,  comme  on  le  fait  en  géométrie  analytique  ordinaire 
qu'à  chaque  valeur  du  paramètre  entre  t^  et  t^  correspond  un  point  unique 
de  l'arc  et  réciproquement,  autrement  dit  que  la  représentation  paramétrique  est 
propre. 

(^)  Cf.  t.  I,  4'  édition,  p.  2i3. 
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de  L4  est  donnée  par  l'iulégrale 


-/■■ 


Développons  <î>  suivant  les  puissances  croissantes  de  e,  nous 
aurons 

et  par  suite 

H  et  K  restant  finies  quand  e  tend  vers  zéro. 

Ceci  met  immédiatement  la  différence  /,  —  /  sous  la  forme 

l'^  —T-ds  et  en 

tenant  compte  du  fait  que  les  fonctions  ^'  s'annulent  aux  extrémités 
de  l'intervalle  d'intégration, 

Pour  que  L  soit  une  géodésique,  il  faut  que  cette  différence 
garde  un  signe  constant,  quelles  que  soient  les  fonctions  ^'  et  quel 
que  soit  e  pourvu  qu'il  soit  suffisamment  petit.  Ceci  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  le  coefficient  du  terme  en  e  est  nul,  ce  qui  entraîne  les 
conditions 

^9)  ;rcbv-J-H:w=«  (^)- 


Ces  conditions  sont  évidemment  nécessaires;  il  faudrait  les 
compléter  par  l'étude  du  premier  terme  non  nul  du  développement. 
Si  ce  terme  correspond  à  une  puissance  paire  de  e  et  si  Ton  peut 
s'assurer  que  son  coefficient  garde  le  même  signe  quelles  que  soient 
les  fonctions  ^'^  on  a  bien  un  maximum  ou  un  minimum  relatif. 
Si  ces  circonstances  ne  se  présentent  pas,  nous  conviendrons  de 

(*)  En  effet,  si  les  conditions  n'étaient  pas  remplies,  il  soffirait  de  prendre  des 
fonctions  ^'  qui  soient  toujours  de  même  signe  que  leurs  premiers  membre^  pour 
être  sûr  que  le  coeflicient  de  e  soit  différent  de  zéro. 
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dire,  dés  que  les  conditions  (9)  seront  vérifiées,  que  la  longueur  / 

est  statioîinaire  et  nous  donnerons  encore  par  extension  le  nom 

de  géodésique  à  la  ligne  L  correspondante. 

Il  est  maintenant  facile  d'expliciter  les  relations  que  nous  venons 

de    trouver,   en   remplaçant   la   fonction  ^   par   sa   valeur;    elles 

deviendront 

d  /  dx^^'X        dgrs  dx''  dx^  __ 

dsy^'''~dr)~  ~d^  1J  'dT"'^ 

ou  bien 

d^x^       dgiii  dxi^  dx^        I   dgrs  dx'^  dx^  __ 

^'*  is^'^  Jxf^  17  ~ds  "  ~i  'à^  ~d7  ir  ~^'  ^^' 

Or,  le  deuxième   groupe  de  termes   de  cette   équation   s'écrit 
successivement,  par  changement  du  nom  des  indices  muets, 

dgi/c  dxfi  dx^        agir  dx^  dx'' 
<Jx'^     ds      ds    ~  àx^     ds      ds 

—  ^^^>  ^^  ^El  —  il  ^^^''  -4-  ^£i£  \  ^^''  ^ 

"""   âx^     ds     ds    ~'  2  \  dx^         dx^  )    ds     ds  * 

ce  qui  donne  aux  équations  des  géodésiques  la  forme 

d^x^    _     I   (agir    ,    agis        àgrs\  dx''  dx^ 

ou  encore 

ds"^     '    \     i     \    ds     ds 
en  convenant  de  poser 


^'"^   «^52    "^  2  V  àx^        àx>-         dxi  )    ds     ds        ^ 


d'^x''^        \  r     $'\  dx'-  dx^ 
(9)  Si^—^-^[    i    J-^  "=«' 


[    î    J        2  \  dx^         dxf         dxi 


Enfin  en  multipliant  les  équations  différentielle^  (9')  par  o-i'^( mul- 
tiplication suivie  automatiquement  de  sommation  par  rapport  à  {  . 
devenu  indice  muet)  on  leur  donnera  la  forme 

,   „^  d^x^        [^     s)  dx'-  dx^ 

en  convenant  de  poser 

On  obtient  ainsi  un  système  de  n  équations  différentielles  du 

(')  Ne  pas  confondre  4-  indice  avec  5  longueur  d'axe. 
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second  ordre  caractérisant  les  géodésiques.  En  réalité,  parmi  ces 
équations,  n  —  i  seulement  sont  indépendantes,  car  en  les  prenant 

sous  la  forme  (9),  en  le;s  multipliant  respectivement  par -^  et  en 
faisant  les  sommations  implicitement  contenues  dans  notre  con- 
vention d'indices  muets,  on  trouve  un  résultat  identiquement  nul, 
en  vertu  de  la  relation 

qui  exprime  que  s  est  l'arc  de  la  courbe. 

En  éliminant  ds  entre  cette  dernière  relation  el  n  —  i  des  équa- 
tions précédentes,  on  obtient  un  système  àe  n  —  i  équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre,  permettant  de  déterminer  n  —  i  des 
inconnues  a?^  en  fonction  de  la  /i'^""*.  L'ensemble  des  courbes  inté- 
grales dépendra  ainsi  àe  2  n  —  2  paramètres. 

43.  Symboles  de  Christoffel.  Leurs  propriétés.  —  Les  expres- 
sions que  nous  venons  d'être  conduits  à  introduire  et  dont  nous 
répétons  les  formules  de  définition 

portent  le   nom   de    symboles  de    Christoffel  de  première  et 
deuxième  espèce  (*). 

Ces  symboles  jouissent  tout  d'abord  des»  deux  propriétés  de 
symétrie  évidentes  caractérisées  par  les  équations 

r    s  l        [  s     r  } 


i       (       )  i    9^ 

En  plus,  on  peut  encore  noter  les  deux  formules  suivantes  dont 

(*)  Il  ne  faut  pas  se  fier  à  la  simplicité  apparente  de  formules  telles  que 
celles-ci.  Ce  qui  est  donné,  ce  sont  les  fonctions  g-,^  des  variables  x';  les  sym- 
l>oIes  de  première  espèce  sont  donc  d'un  calcul  simple;  au  contraire,  ceux  de 
deuxième  espèce  nécessitent  le  calcul,  souvent  assez  long,  des  g''',  et  le  nombre 
des  termes  contenus  dans  le  membre  de  droite  de  la  seconde  formule  peut  être 
considérable  puisqu'il  représente  une  somme  étendue  à  toutes  les  valeurs 
î  =  1,  2,  3,  , . .,  n  de  l'indice  muet  i. 
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la  démonsiralion  est  également  immédiate  : 

(.5)  [v]=-îM- 

44.  Transformation  des  symboles  de  Christoflfel  dans  un  chan- 
gement de  variables.  Formules  de  Christoffel.  —  Si  nous  cherchons 
les  équations  différentielles  des  lignes  géodésiques  dans  un  autre 
système  de  variables  jc',  elles  s'écriront  évidemment  de  la  même 
façon  que  les  équations  (9")  et  formeront  un  système  équivalent. 

Cette  remarque  va  nous  permettre  de  trouver  les  relations  qui 
existent  entre  les  symboles  de  Christoffel  calculés  dans  les  deux 
systèmes  de  coordonnées. 

Partons  en  effet  des  équations  (9")  sous  la  forme 

d^œf        \r    s)  dx'-  dx-^  _ 

~ds^  '^  \    i  [HT  IT  "^^ 

et  faisons-y  le  changement  de  variables  \x^,  x^)  ;  nous  aurons  suc- 
cessivement 

dx^         I  dx9 
'dl^-^~di\ 

d'^x'  _     i  d'^x9  i    dx9  dx^ 

en  posant  par  une  notation  analogue  à  celle  des  dérivées  premières 

— — rr"-  ♦ 
àxP  dx^ 


x^    — 


Les  équations   en  question  deviennent  alors 

i  d^xP        r   ^         i  '      "^  I     ;•    il  ^"^P  ^^'^ 


[fp--^|'V|5<] 


Multiplions  encore  ces  équations  par  x]  (avec  sommation  par 
rapport  à  /  devenu  indice  muet),  elles  deviennent 

^î^t       |-_^    ^        — T    „    ,  i  r    5  )~|  dxP  dx^ 

=  o. 


ds^  L"'/-P<r  '   -^/-P-*^  (     I,     \\    ds      ds 

En  comparant  avec  les  équations  différentielles  des  géodésiques 
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écrites  dans  le  système  x'-  : 


ds"^      '    \     X     \    ds     ds      '^' 


on  a  entre  les  symboles  la  relation 


P       ""  \  -T^r^s   K      '         ,     -T^/ 


(i6)  1^^      |=^J5<j'^-|   -^-^Jf^^     (0. 

Ces  formules  fondamentales  portent  le  nom  de  formules  de 
Christoffel.  On  les  écrit  souvent  sous  une  forme  un  peu  diflé- 
rente  en  multipliant  les  relations  précédentes  par  x^^  (avec  somma- 
tion en  t),  ce  qui  donne  immédiatement 


(i6')  -       ÎTp/|  =fp^^|'^/|-^fpT(')• 

7?em<7/•(7^/e5.  —  i**  Les  symboles  de  Christoffel  ne  sont  pas  des 
systèmes  tensoriels  et  la  place  des  indices  n'a  aucune  significa- 
tion de  covariance  ou  de  contre variance.  Les  formules  de  trans- 
formation que  nous  venons  de  trouver  ne  coïncideraient  avec  des 
équations  de  transformation  tensorielle  que  si  les  dérivées  par- 
tielles secondes  xi^^  étaient  nulles,  c'est-à-dire  si  l'on  se  bornait  au 

groupe  des  substitutions  linéaires.  Dans  ce  cas  seulement^  les 
symboles  de  deuxième  espèce  seraient  covariants  par  rapport  aux 
indices  supérieurs  et  conlrevariants  par  rapporta  l'indice  inférieur 
et  d'après  (i5)  les  symboles  de  première  espèce  seraient  covariants 
par  rapport  à  tous  leurs  indices. 


(')  Dans  ces  formules,  le  trait  surmonti*nt  les  symboles  sert,  comme  cela  a 
toujpurs  eu  lieu  jusqu'à  présent,  à  distinguer  les  quaatités  calculées  dans  le  sys- 
tème des  variables  pc'  de  celles  calculées  dans  le  système  des  variables  x'. 

(')  Ces  formules  ont  été  trouvées  par  Christoffel,  par  une  méthode  différente, 
dans  un  Mémoire  consacré  à  réquival'ence  des  formes  quadratiques  {Journcd  de 
Crelle,  t.  LXX,  1869).  Christoffel  se  donnait  a  priori  deux  formes  quadratique» 
de  différentielles  et  cherchait  à  quelle»  conditions  on  pouvait  trouver  un  chan- 
gement de  variables  permettant  de  passer  de  l'une  à  l'autre.  Nous  aurons 
l'occasion  d'étudier  ce  problème  dans  un  cas  particulier;  le  lecteur  pourra  du 
reste  se  reporter,  en  plus  du  mémoire  original  que  nous  venons  de  citer,  â 
Bianchi  {Lezioni  di  geometria  differenziale,  3»  éd.,  t.  I,  1922)  où  le  cas  des- 
surfaces  (n  =  2)  est  plus  spécialement  approfondi. 
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Pour  mettre  en  évidence  ce  caractère  tensoriel  relatif  des  sym- 
boles certains  auteurs  emploient  de  préférence  les  notations  sui- 
vantes : 

à  la  place  de  celles  dont  nous  nous  servons  ici  et  qui  sont  les  nota- 
tions originales  de  ChristofFel. 

2°  On  aurait  naturellement  pu  éclianger  dans  les  calculs  précé- 
dents les  rôles  des  variables  x^  et  x^  et  l'on  aurait  obtenu  des  for- 
mules 

(16")  jP/|  ^xjlc'^x^^Y  l'\-^€i'^9^^ 

que  Ton  déduit  du  reste  des  formules  (i6)  par  le  procédé  men- 
tionné plus  haut  (p.  3i,  note  i). 


V.  -  ANALYSE  TENSORIELLE. 

45.  Objet  du  paragraphe.  —  Dans  les  paragraphes  précédents, 
nous  nous  sommes  toujours  placés  à  un  point  de  vue  purement 
local;  les  tenseurs  sur  lesquels  nous  raisonnions  étaient  essentiel- 
lement attachés  au  même  point  de  la  multiplicité.  Jusqu'à  présent 
cela  n'a  pour  nous  aucun  sens  de  parler  de  tenseurs  égaux  ou 
inégaux  lorsqu'ils  sont  attachés  à  des  points  dififérents. 

Prenons   par   exemple   deux   systèmes    covariants    du   premier 

ordre  : 

Ar  attaché  au  point  P  de  coordonnées  a?', 

a;  »  P'  »)  X'i] 

On  pourrait  être  tenté  de  dire  qu'ils  définissent  deux  tenseurs 
égau-x  si  les  composantes  de  même  indice  sont  égales;  mais  cette 
définition  est  évidemment  vicieuse,  car  elle  ne  se  conserve  pas 
dans  un  changement  de  variables..  Avec  d'autres  variables  en.  effet 
on  aurait 

Âr=:fPAp        et        Â;.  =  £>Ap, 

et  l'égalité  de  Ay.  et  de  A^  n'entraîne  celle  de  A^  et  de  A'^  que  si 
les  dérivées  partielles  ^P  et  ^/,  prises  respectivement  au  point  P 
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et  au  point  P'  ont  des  valeurs  égales;  cela  se  produit  en  particulier 
si  Ton  se  borne  à  des  substitutions  linéaires  sur  les  variables,  mais 
cela  n'a  pas  lieu  dans  le  cas  général. 

Pour  approfondir  cette  question,  conformément  à  l'esprit  des 
méthodes  de  la  géométrie  infinitésimale,  nous  allons  chercher  à 
comparer  deux  tenseurs  attachés  à  des  points  très  voisins,  ce  qui 
nous  conduira  à  la  notion  fondamentale  de  dérivation  tensorielle. 

Champ  de  tenseurs.  —  Nous  supposerons  que,  dans  un  certain 
domaine  de  la  multiplicité,  nous  ayons  défini  un  tenseur  dont  les 
composantes  des  différents  types  soient  des  fonctions  continues 
et  pourvues  de  dérivées  des  coordonnées  du  point  auquel  le  tenseur 
est  attaché.  Nous  appellerons  un  tel  ensemble  un  champ  de 
tenseiu's. 

46.  Dérivation  covariante.  —  Si  nous  considérons  en  particu- 
lier un  champ  d'invariants,  aucune  difficulté  ne  se  présente  pour 
en  comparer  la  valeur  en  des  points  voisins;  l'invariant  aura  la 
valeur  y  au  point  P(j:'),  la  valeur /-j-t^/*  au  point  ï*' [x^ -\- d x^) 
et  l'accroissement 

est  lui-même  un  invariant;  l'opération  de  la  dérivation  partielle 
ordinaire  met  donc  en  évidence  un  nouveau  système  tensoriel 
covariant  du  premier  ordre  qui  sera  dit  dérivé  de  V invariant. 

Mais  ce  procédé  simple  ne  s'applique  plus  dès  que  l'ordre  du 
système  considéré  est  supérieur  à  zéro;  dans  le  cas  d'un  système 
covariant  du  premier  ordre  par  exemple,  le  raisonnement  que  nous 
venons  de  faire  quelques  lignes  plus  haut  montre  que  les  accrois- 
sements de  ses  composantes  n'ont  aucune  signification  indépen- 
dante du  système  des  coordonnées. 

Il  en  est  de  même  naturellement  des  dérivées  partielles  ordinaires 
qui  se  transforment  d'après  la  loi 

Il  y  a  cependant  lieu  de  remarquer  que  ce  procédé  met  en  évi- 
dence un  système  tensoriel  bien  connu,    doublement  covariant, 
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de  composantes 

dx'^        àx''  ' 

qui  est  le  rotationnel  du  système  primitif;  mais  là  encore  il  s'agit 
d'une  propriété  particulière,  spéciale  aux  systèmes  covariants  du 
premier  ordre. 

Pour  définir  d'une  façon  intrinsèque  un  procédé  de  dérivation 
général,  nous  opérerons  de  la  manière  suivante. 

Système  coloriant  du  premier  ordre.  —  Soit  un  système 
covariant  du  premier  ordre  de  composantes  A^;  nous  joindrons  les 
points  P  et  P'  par  un  arc  de  géodésique  de  longueur  très  petite  que 

nous  orienterons  dans  le  sens  PP';  les  paramètres  directeurs  —j- 
de  la  tangente  en  un  point  de  cette  géodésique  forment,  Comme 
l'on  sait,  un  système  tensoriel  contrevariant.  Nous  formerons  alors 

l'invariant 

,    dx'' 

Dans  le  passage  du  point  P  au  point  P',  cet  invariant  subira 
l'accroissement 


''^^) 


dx''   ,.  .     d^x''   , 


qui  a  lui-même  un  sens  indépendant  des  variables. 
Or,  le  long  de  la  géodésique  considérée,  on  a 

d'^xf        [k     X)  dx^  dx^  _ 

et  i'accroissemeni  ci-dessus  peut  encore  s'écrire  (en  permutant 
dans  le  dernier  terme  les  indices  muets  /•  et  A) 

,/,    dx'^\        Vdk,.        \k     r }  .    1  dx'-  dx>^  , 
\        ds  I        yox^        {     X     (        ]    ds     ds 

Il  S'ensuit  que  les  expressions 

^07*    '"   àxr-  '^l      X       \  '^^' 

coefficients  des  termes  en  d.v^  dx^  dans  la  formule  précédente, 
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constituent  un  système  tensoriel  covariant  du  second  ordre 
(voir  page  34?  note  i). 

Mais  d'autre  part,  comme  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  les 
diflérences 

àkr        àA.;( 
dx^       dx'' 

forment  aussi  un  système  de  même  type  et  nous  en  déduisons  par 
addition  qu'il  en  est  encore  de  même  pour  les  expressions 

<'7)  ^*A,=  ^-p-j     ^      ,Ax. 

Nous  appellerons  les  fonctions  qui  composent  ce  système  les 
dérivées  partielles  covariantes  des  fonctions  Ar  (*). 

Si,  en  un  point  déterminé  du  champ,  toutes  ces  dérivées  cova- 
riantes se  trouvent  être  nulles,  nous  dirons  que  le  système  A^.  est 
stationnaire  au  point  considéré. 

Système  contrevariant  du  premier  ordre.  —  Prenons  mainte- 
nant un  système  contrevariant  du  premier  ordre  A'';  nous  ferons 
choix  d'un  système  covariant  Ç^  quelconque  mais  stationnaire  au 
point  P  et  nous  formerons  l'invariant  A'' ^r- 

Son  accroissement,  dans  le  passage  de  P  à  P  ,  s'écrira  succes- 
sivement 

Cette  égalité,  qui  a  un  caractère  tensoriel  quelles  que  soient  les 
valeurs  des  fonctions  ^r  au  point  P,  met  en  évidence  le  système 
tensoriel  mixte 
(■8)  i,A^=_+|     ^     |aX 

dont  les  composantes  seront  encore  les  dérivées  partielles  cova- 
riantes des  fonctions  A''.  Le  système  contrevariant  sera  de  même 
dît  stationnaire  au  point  P  si  toutes  les  expressions  A^fxV  sont 
nulles  en  ce  point. 


(*)  Certains  auteurs  représentent  ces  dérivées  covariantes  par  la  notation  |  Ar//t| 
ou  même  A_j  ;  nous  préférons  celle  ci-dessus  (employée  par  M.  Galbrun)  qui  met 
mieux  en  évidence  le  rôle  particulier  joué  par  l'indice  k  de  dérivation. 
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Système  tensoriel  quelconque.  —  Enfin  nous  passerons  facile- 
ment àe  là  au  cas  général.  Montrons-le  sur  un  exemple  et  prenons 
un  système  mixte  du  troisième  ordre  du  type  A'^^. 

Nous  choisirons  trois  systèmes  du  premier  ordre  Sr?  ^^j  'Qt  arbi- 
traires mais  tous  trois  stationnaires  au  point  P. 

Nous  formerons  encore  l'invariant  ATg^^rfi^t,^  dont  l'accroisse- 
ment s'écrira 


[ 


k    5 
X 


ce  qui  met  en  évidence  le  système  tensoriel 

(■9)  ^*A-"=^  +  |  .  1^''-!  X  l^"-;  X  \^-''' 

dont  les  composantes  seront  par  définition  les  dérivées  partielles 
covariantes  des  fonctions  A^^  (  '  ). 

Remarques.  —  i^  La  formule  (19)  contient  naturellement 
comme  cas  particuliers  les  formules  (17)  et  (18)  en  supposant  que 
certains  indices  viennent  à  manquer;  on  peut  même  encore 
l'appliquer  à  un  invariant,  en  convenant  qu'alors  la  dérivation 
covariante  coïncidera  avec  la  dérivation  partielle  ordinaire. 

2**  S'il  existe  un  système  de  variables  particulier  dans  lequel 
les  gik  soient  des  constantes,  et  que  l'on  opère  dans  ce  système, 
les  symboles  de  GhristofFel  seront  naturellement  nuls  et,  quel  que 
soit  le  système  tensoriel  considéré,  la  dérivation  covariante  se 
réduira  à  la  dérivation  partielle  ordinaire. 

3®  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  dérivation  covariante  n'est 
définie  que  si  la  forme  quadratique  fondamentale  est  donnée,  il 


(')  Le  lecteur  pourra  vérilier,  à  titre  d'exercice,  en  partant  des  formules  (6) 
et  enc  se  servant  des  formules  de  Christofï'el,  que  le  système  (  19)  présente  bien  le 
caractère  tensoriel  covariant  par  rapport  aux  indices  k:,  s,  t,  contrevariant  par 
rapport  à  l'indice  r. 
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serait  par  suite  plus  correct  de   l'appeler   dérivation   covariante 
selon  la  forme  quadratique  gik  dx^  dx^. 

47.  Propriétés  générales  de  la  dérivation  corariante.  —  Une 
première  remarque  évidente  consiste  dans  le  fait  que  ce  procédé 
de  dérivation  covariante,  appliqué  à  un  champ  de  systèmes 
tensoriels  dont  les  composantes  sont  constantes,  ne-  conduit  pas  à 
un  système  dérivé  identiquement  nul.  Il  n'y  a  du  reste  rien  là  qui 
doive  nous  étonner  puisque  nous  avons  déjà  remarqué  que  la 
propriété  pour  un  système  d'avoir  des  composantes  égales  en  deux 
points  différents  de  la  multiplicité  n'était  pas  indépendante  du 
système  de  coordonnées. 

Dérivée  d'un  produit  extérieur.  —  Cette  dérivée  s'obtiendra 
par  la  même  règle  que  pour  la  dérivation  ordinaire. 

Prenons  par  exemple  un  système  tensoriel  du  troisième  ordre 

on  aura  successivement 

La  dérivation  covariante  et  la  contraction  sont  deux  opé- 
rations  permutables.  —  En  effet,  partons  par  exemple  du 
système   A^^^    par   dérivation  il   devient 


dS. 


ôx 

Faisons  maintenant  la  contraction  r:=zt^\ç,  deuxième  et  le 
quatrième  terme,  qui  ne  diffèrent  que  par  les  noms  des  indices 
muets  qui  y  figurent,  se  détruisent  et  la  formule  précédente  se 
réduit  à 
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ce  qui  est  bien  le  résultat  que  l'on  aurait  trouvé  si  Ton  avait  dérivé 
le  système,  d'abord  contracté,  A'^^. 

Conséquence  immédiate.  —  La  dérivée  co variante  d'un  produit 
mi^xte  s'obtient  encore  par  la  même  règle  que  la  dérivée  ordinaire 
d'un  produit. 

Théorème  d«  Ricci.  ■ —  Les  dérivées  covariantes  des  systèmes 
fondamentaux  du  second  ordre  sont  nulles, 

I*  Prenons  d'abord  le  système  covariant^/;t,  on  aura 

dgik        \i     u\  \k     u\ 


ou  encore 


^"--^-[M-[\"] 


et  le  second  membre  est  identiquement  nul  en  vertu  de  la  for- 
mule (i4)- 

2®  Il  en  sera  encore  de  même  pour  le  système  fondamental 
mixte  g^-  car,  dans  le  développement  de  l'expression  ^ug^l-,  la 
dérivée  partielle  sera  nulle  (puisque  dans  tout  système  de 
variables  les  composantes  du  système  mixte  sont  des  constantes) 
et  les  deux  termes  suivants,  ne  différant  que  jpar  des  noms 
d'indices  muets,  se  détruiront. 

3®  Prenons  maintenant  le  système  contrevariant  ^•'*,  il  est  relié 
aux  précédents  par  la  relation 

prenons  la  dérivée  coyariante  des  deux  membres  de  cette  équation, 
nous  aurons  en  vertu  des  théorèmes  qui  viennent  d'être  démontrés 

Or,  puisque  le  déterminant  ||^a/||  est  différent  de  zéro,  ceci 
entraîne 

Remarque,  —  Si  l'on  explicite  cette  dernière  relation  on 
obtient  l'identité  qui  peut  être  utile 

âgik       \  X     é^     . .       \  X     u]     ., 
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Conséquence  immédiate  :  L'abaissement^  l^élévation  ei  la 
substitution  d'indices  sont  des  opérations  permutables  avec  La 
dérivation  covariante. 

48.  Dérivation  contre  variante.  -  L'opération  de  l'élévation, 
appliquée  à  l'indice  de  dérivation,  nous  conduira  à  de  nouveaux 
systèmes  dérivés 

(•11)  A'^"  (système  quelconque)  =  ^^^  Ax(rnême  système) 

dont  les  composantes  seront  dites  les  dérivées  partielles  contre- 
variantes  des  fonctions  constituant  le  système  primitif. 

Les  propriétés  que  nous  avons  démontrées  précédemment,  ainsi 
que  le  théorème  de  Ricci  (^),  s'étendent  immédiatement  à  la  déri- 
vation contrevariante.  Il  y  a  cependant  lieu  de  faire  remarquer  que 
la  dérivée  contrevariante  ne  se  réduira  à  la  dérivée  ordinaire  que 
si  les  g/(i  sont  non  seulement  des  constantes,  mais  ont  les  valeurs 

particulières 

\  o     si     i  9^  k, 
«■'■*  =  I  I     si     i=k. 

Cette  particularité  se  présente  même  si  l'on  applique  cette 
remarque  au  cas  d'un  invariant. 


49.  Dérivation  tensorielle.  —  L'étude  précédente  nous  montre 
que  les  systèmes  dérivés,  covariants  ou  contre  variants,  sont  au 
fond  des  systèmes  tensoriels  ordinaires  sur  lesquels  on  peut  effec- 
tuer toutes  les  opérations  définies  au  début  de  ce  Chapitre  relati- 
vement au  jeu  des  indices.  Nous  pourrons  alors  regarder  le 
système  dérivé  comme  constituant  les  composantes  d'un  tenseur 
qui  s'appellera  le  dérivé  tensoriel  du  tenseur  défini  par  le  sys- 
tème soumis  à  la  dérivation. 

Par  exemple,  le  tenseur  du  premier  prdre  (A)  qui  a  des  compo- 
santes covariantes  A^  et  des  composantes  contrevariantes  A'"  aura 


(')  Le  théorème  de  Ricci  revient  à  dire  que  les  systèmes  tondameataux  du 
second  ordre  sont  stationnaires  dans  tout  l'espace;  ils  jouent  relativement  à  la 
dérivation  covariante  le  même  rôle  que  des  constantes  par  rapport  à  la  déri- 
vation ordinaire. 
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pour  dérivé  tensoriel  le  tenseur  (AA)  ayant  pour  composantes  des 
différents  types  les  systèmes  A,A,,  AçA',  A^A^.,  A^A'  ('). 


VI.  —  DÉRIVATIONS  COVARIANTES  SUCCESSIVES. 
TENSEUR  DE  RIEMANN-CHRISTOFFEL. 

* 

50.  Inûuence  de  l'ordre  des  dérivations.  —  On  peut  appliquer 
plusieurs  fois  de  suite  le  processus  de  la  dérivation  covariante,  on 
obtiendra  ainsi  des  dérivées  d'ordre  supérieur  et  il  est  tout  naturel 
de  se  demander  quelle  est  l'influence  de  l'ordre  des  dérivations. 

Lorsqu'on  part  d'un  invariant,  on  voit  tout  de  suite  que  les 
dérivées  secondes  sont  indépendantes  de  l'ordre  dans  lequel  on 
effectue  les  deux  dérivations;  on  a  en  effet 


et  par  suite 


et  le  second  membre  est  évidemment  symétrique  en  /'  et  s. 

Au  contraire  il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  part  d'un  ten- 
seur quelconque.  Pour  le  montrer  effectuons  le  calcul  dans  le  cas 
d'un  système  covariant  du  premier  ordre  A^. 
On  aura 


puis 


àkr       \r     si 


A,(A,A,)=— — Aj,Ar-         [^s^^ 


dxt      ]  IL  ("^      (  H^  r  •" 


ou  encore 


*  * 


r     s 


*  *  *  * 


tJ   àKr         i  s     i  l    \  ^'     (i 


•*    *  *  *  * 

r 


Ax 

A). 


(*)  Remarquons,  sur  ce  cas  particulier  du  tenseur  du  premier  ordre,  que  si  ie 

I  t'A,        ôX.^  ,  .         .  , ,   .    , 

rotationnel  -j— ^  —  -r— ^  est  nul  en  un  point,    le  tenseur  dérive   en   ce  point   est 

symétrique  (A,  A^=:  A^  A^  ). 
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De  même,  en  permutant  5  et  /, 

*  *  *  «    *  *  * 

^     s }   àkr     ^    \t     S  i  \r     fji 


dxV-  ^\    fx   (  i    X    i^^" 


y     |x     i    ^^^    "^j     fx     i    (      X     p^- 

En  formant  la  difîerence,  on  voit  tout  de  suite  que  les  termes 
surmontés  d'un  même  nombre  d'astérisques  se  détruisent  et  il  vient 

(22)     AfCA^A^)  — A.v(AMr) 

^1   ^^-^    ™     àxt      '  j  p.  \  f   X  i     I  ix  i  j   X  iJ 

Cette  égalité  montre  immédiatement,  par  application  du  crité- 
rium dont  nous  nous  sommes  déjà  si  souvent  servis,  que  la  quan- 
tité entre  crochets  représente  une  des  composantes  d'un  tenseur 
du  quatrième  ordre,  covariante  par  rapport  aux  indices  r,  5,  /, 
contrevariante  par  rapport  à  l'indice  K. 

Nous  poserons  donc,  en  changeant  les  notations, 

et  nous  appellerons  le  tendeur  important,  qui  s'introduit  ici,  le 
tenseur  de  Riemann-'C hristo  ffel  (  *  ). 

Remarques.  —  i"  La  formule  (22),  qui  s'écrit  encore 

(2V)  A,rA,A/;--A,(A,A^)=-.  A).R>;.,,, 

montre  bien  qu'en  général  l'ordre  des  dérivations  n'est  pas  indif- 
férent. Il  le  serait  cependant  si  les  gHf  étaient  des  constantes,  ce 
qui  du  reste  est  évident  puisque,  dans  ce  cas,  la  dérivation  cova- 
riante se  confond  avec  la  dérivation  ordinaire. 

{')  ChristofTel,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  le  représente  par  la  notation  {  a^,  yô  {; 
311  lui  donne  souvent  aussi  le  nom  de  symbole  à  quatre  indices  de  deuxième 
espèce  de  Christoffel.  Comme  ces  quantités  ont  un  caractère  tensoriel  généraf, 
il  est  tout  indiqué  ici  de  leur  appliquer  la  notation  des  tensetirs. 


przy  SlôwarzyszcEiiî  iSi,ya*2iCY; 

l  TccliniKôw 

wAlX-LES-BAiNS 
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Nous  démontrerons  plus  lard  la  réciproque,  c'est-à-dire  que  si 
le  tenseur  de  Riemann-Ghristoffei  est  identiquement  nul,  on  peut 
toujours  trouver  un  changement  de  variables  ramenant  les  »,>  à 
être  des  constantes. 

2**  Le  tenseur  de  Riemann-GhristofFel  rentre  dans  la  classe  des 
tenseurs  fondamentaux,  en  ce  sens  qu  il  est  formé  à  l'aide  des 
coefficients  de  la  forme  quadratique  fondamentale  et  de  leurs 
dérivées,  li  y  a  lieu  de  remarquer  qu'en  général  de  tout  tenseur 
on  peut  déduire  par  dérivation  un  tenseur  d'ordre  supérieur  d'une 
unité.  Mais  ici,  le  théorème  de  Ricci  montre  que  les  tenseurs  ainsi 
déduits  des  tenseurs  fondamentaux  du  second  ordre  sont  identi- 
quement nuls.  Ce  n'est  que  par  un  détour  que  nous  avons  pu 
trouver  un  tenseur  fondamental  nouveau. 

3®  Le  tenseur  de  Riemann-Ghristolïel  dépend  des  ^va,  de  leurs 
dérivées  partielles  premières  et  secondes,  et  ces  dernières  y  entrent 
de  façon  lini'aire. 

51.  Propriétés  du  tenseur  de  Riemann-Christoffel.  —  On  vérifie 
immédiatement  sur  la  formule  (^3)  les  deux  propriétés  suivantes  : 

V    *^.PyS-+-  l^.YOp-<-  *^.6pY=  o- 

Passage  aux  composantes  entièrement  covariantes.  —  En 
abaissant  l'indice  a  par  la  formule 

on  obtient  les  composantes  entièrement  cosariantes  du  tenseur, 
composantes  sur  lesquelles  se  mettent  en  évidence  des  propriétés 
de  symétrie  plus  complètes. 

Nous  allons  auparavant  expliciter  et  modifier  légèrement  la  for- 
mule (2  5)  qui  s'écrira  successivement  (*)  i 

(')  Dans  les  formules  suivantes,  nous  représentons  par  le  signe  Tk  l'ensemble 
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(on  a  permuté  dans  le  dernier  terme  les  noms  des  indices  muets  \ 

etfx) 


#\  ]      I       uu,  t  L        ^         J     I 

ou  encore,  d'après  (14)5 
(26) 


ou  enfin 


L  «  J     \P   ^àj  pg-ax     rx  y]] 

àxy  (      X     i   [^^Y      '  L     a     JJ 

près  (i4), 
R  «  —  L    «    J        jP     Sj  fa     T] 

L  «  J  ,  iP  T)  r^  ôi 

(^^8  I     X     i   L    X     J  * 

En  explicitant  les  dérivées  partielles  des  crochets  de  première 
espèce,  on  peut  encore  écrire 

f26')  R   n,   -   '   F  -^VcS  «^V^^.  <^^^c.Y      ,     à^m  1 

(26")         R  «  ,^  ^  r  ^'^0^^  ^'^Pg         ^'^«r     ■     ^yprl 

°''^^^       2  I  àx^  ôxl        Ox^  àxl        àxP  àx^        dx^  dx^\ 

Propriétés  de   symétrie    des    composantes    covariantes    du 
tenseur  de  Riemann-Christoffel  : 

il.  RaPY8  =  -- RapSy  [résulte  de  (24)], 

2.  Ra8Y8  =  — RfiavS  [en  évidence  sur  (26')], 

3.  RapYÔ  =  H- Ryôap  [en  évidence  sur  (26')], 

4.  R«8yô-+-  RayiSp-l-  Ra8pr=  »  [résulte  de  (24)]. 

Le  lecteur  pourra  faire  le  calcul,  en  tenant  compte  de  ces  condi- 
tions de  symétrie,  du  nombre  de  composantes  indépendantes  du 

tenseur;  en  gênerai  ce  nombre  est  de ('). 


des  termes  qui  se  déduiraient  des  termes  explicitement  écrits  parla  permutation 
des  indices  y  et  6. 

(')  ChristofTel,  poursuivant  l'étude  de  l'équivalence  des  formes  quadratiques, 
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VII.  -  APPLICATION  DE  LA  DÉRIVATION  COVARIANTE 
A  L'ÉTABLISSEMENT  DE  QUELQUES  FORMULES  IMPORTANTES. 

52.  Formules  et  applications.  —  Partons  de  l'idonlité 

nous  en  déduirons  par  difTérenliation 

g  ça  dg''9  -h  ^'-P  du:^^  =  o, 

d'où  par  multiplication  contractée  par»^*^* 

(28)  dg>-^  =  —  g^9g'^  dg^rj. 

On  démontrera  de  même  la  formule  analogue 

(28')  dgrs  =  —  grçgsadg9^. 

Prenons  maintenant  un  système  covariant  du  deuxième  ordre, 
on  démontrera  immédiatement,  en  se  servant  des  relations  précé- 
dentes, l'identité  ci-dessous  : 

(29)  Kr.dg''^^—  k>'^dgrs      (0. 

Si  d'autre  part  nous  considérons  le  déterminant  ^  =  ||^ia||  et 
que  nous  prenions  sa  différentielle  d'après  la  règle  de  dérivation 
d'un  déterminant,  nous  aurons  en  nous  rappelant  la  signification 

des  g'" 

dg  =  g.gi'^dgik 
OU  encore 

dL\g\=^gi'cdgik  =  -gikdgiK 

Dans  la  formule  de  définition 

}     t     \  L    "    J        2^     \  àx-'^         dx''         dx''  / 

avait  déjà  formé  les  expressions  i^^a^^  qu'il  désignait  par  la  notation  (ajS;  yS). 
On  leur  donne  aussi  le  nom  de  symboles  à  quatre  indices  de  première  espèce 
de  Christùffel.  Biemann  les  avait  rencontrées  antérieurement  dans  un  Mémoire 
qui  ne  fut,  publié  qu'après  sa  mort  {Œuvres  de  Biemann,  p.  870;  Teubner). 

(')  Des  trois  identités  ainsi  établies  il  ressort  en  particulier  que  dg^,  n'est  pas 
un  systènie  tensoriel.  Ceci  était  évident  a  priori  puisque  ces  quantités  sont  les 
■différences  des  composantes  de  deux  systèmes  tensoriels  pris  en  des  points  infini- 
ment voisins  et  qu'une  telle  différence  n'a  pas  une  signification  indépendante  du 
système  des  variables. 
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faisons  t  =  r   (avec  sommation   naturellement  par  rapporta  rj, 


nous  aurons 


et,  les  derniers  termes  ne  différant  que  par  le  nom  des  indices 

muets  /•  et  u^  ceci  se  réduit  à 

\  '^    *  /       ï         àgru 
ce  qui  permet  d'écrire  la  formule  précédente  sous  la  forme 


Ho)  )''     M  ^  '  àh\g\    ^       I        d^fïg 

]     r     \        1       àx^  i/T7T      àx" 


Application  des  formules  précédentes.  Divergence  d*un 
tenseur.  —  Lorsque  l'on  veut  établir  une  formule  ayant  une  signi- 
fication physique  ou  géométrique  indépendante  du  système  des 
coordonnées,  on  peut  commencer  par  l'écrire  dans  un  système 
de  coordonnées  particulier,  puis  chercher  à  la  mettre  sous  une 
forme  qui  présente  le  caractère  d'un  tenseur  (en  remplaçant  en 
particulier  les  dérivées  partielles  par  des  dérivées  tensorielles)  et 
Ton  sera  assuré,  d'après  les  lois  de  transformation  des  tenseurs, 
d'avoir  ainsi  une  expression  de  la  quantité  en  question  valable 
dans  le  système  de  coordonnées  le  plus  général. 

En  appliquant  cette  méthode,  qui  est  d'un  usage  constant  dans 
le  calcul  tensoriel,  à  la  notion  physique  de  divergence  d'un  vecteur 
dont  on  connaît  l'expression  en  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires, on  sera  conduit  à  appeler  divergence  d'un  tenseur  du 
premier  ordre  (A  )  sa  dérivée  tensorielle  contractée 

invariant  qui  peut  tout  aussi  bien  s'écrire 

l'-Ar. 

Ces  formules  se  généralisent  à  des  tenseurs  d'ordre  quelconque, 
et  par  exemple  on  pourra  prendre  pour  la  divergence  d'un  tenseur 
du  troisième  ordre  le  tenseur  du  second  ordre  de  composantes 
contrevariantes 
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mais  il  est  alors  bon  de  remarquer  que  l'on  peut  obtenir  plusieurs 
divergences  suivant  l'indice  que  l'on  contracte  avec  l'indice  de 
dérivation. 

Modification  des  formules  précédentes.  —  Prenons  tout 
d'abord  le  cas  d'un  tenseur  du  premier  ordre,  la  formule  de  diver- 
gence, explicitée,  s'écrit  successivement 

ArA''  = h  '  A'-  —  H '  .       A'^         fd  après  (3o  )  1, 

c'est-à-dire 

(30  .     .,.A^-=__^^^^^S^ 

Dans  le  cas  d'un  tenseur  du  second  ordre,  on  pourra  de  même 
écrire  la  divergence  sous  la  forme 

ox''  r     \  s     \ 


Dans  le  cas  d'un  tenseur  symétrique  gauche^  le  dernier  terme 
de  la  formule  est  évidemment  nul  et  l'on  a  alors 

Dans  le  cas  d'un  tenseur  symétrique  di  oit^  on  peut  modifier 
aussi  l'expression  de  la  divergence;  pour  cela,  multiplions  les  deux 
membres  de  i'avant-dernière  équation  par  ^Va  (qui  pourra  entrer 
sous  le  signe' A;- en  vertu  du  théorème  de  Ricci),  on  aura  succes- 
sivement 

/TiT         ^^^  L    ^    J 

2  \  àxf-  àx^         àx<'  ) 

or,  on  a  évidemment,  par  changement  du  nom  des  indices  muets 
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et  en  raison  de  ia  symétrie  du  tenseur, 

âx''  dx^  àxf^         ' 

ce  qui  donne  dans  ce  cas  pour  la  divergence  la  formule 

(3iO  A.A>=  -À=  ^(/MA'<^)  _  I  ^  a^X    <,)., 

^1^1  âx^^  1   àx<^ 

Opérateur  de  Laplace.  —  En  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires, si  l'on  cherche  la  divergence  du  gradient  d'un  invariant  co, 
on  obtient  ce  que  l'on  appelle  l'opérateur  de  Laplace  et  qu'on 
représente  par  le  symbole  bien  connu  A(^. 

En  coordonnées  générales,  l'opérateur  de  Laplace  s'écrira 

(32)  A<p  =  ArA^9  =  A''ArCp, 

et  d'après  l'équation  (3i  )  il  pourra  encore  s'écrire 


I       <^l^l^-â) 


<32')  A9  =  -— =-^ -^^ ^    (2). 

Application.  Calcul  de  la  quantité  Acp  en  coordonnées 
curvilignes  orthogonales,  — Supposons  que  nous  soyons  dans  un 
système  de  variables  pour  lequel  la  forme  quadratique  fondamentale 
se  présente  sous  la  forme 


(')  Les  expressions  de  la  forme  \/\g\  kJ"^  se  rencontrent  fréquemment  dans  les 
théories  physiques,  aussi  est-il  souvent  commode,  à  côté  des  tenseurs  proprement 
dits,  d'introduire  des  densités  tensorielles  définies  par  exemple  par  ia  relation 


.1,"  =  v/iTTa". 

Ces  quantités  (  qu'on  pourrait  naturellement  définir  pour  des  tenseurs  de  tout 
ordre)  se  transforment  suivant  la  loi 

oAd'"' =  D.5'  Si.  Jlfl?*  (D  dét.  fonc.  de  la  transformation). 

r 

On  pourrait  du  reste  imaginer  des  lois  de  transformation  plus  complexes  dans 
lesquelles  le  déterminant  fonctionnel  D  serait  élevé  à  une  puissance  quelconque 
et  qui  satisfernient  toujours  (ce  qui  est  essentiel)  aux  conditions  (C)  du  début 
de  ce  Chapitre. 

(*)  Cet  opérateur  pourra  naturellement  s'appliquer  aussi  à  des  tenseurs  d'ordre 
quelconque. 
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On  trouvera  immédiatement 

V^=H,H,H„ 


I  .«.  I  „,  I 


33 


;> 


ce  qui  donnera  pour  la  quantité  Acp,  prise  souç  la  forme  {^2'),  la 
formule  ci-dessous,  d'un  usage  constant  en  physique  mathématique, 


'^~  H1H2H3  [àx^  \    Hj     àx^  / 


_d_  /H3HJI  ^\    .    J_  /H^Hs    à^W 
dx^\    H2     dx^l       dx^\    H3     dx'^lY 

53.  Les  contractions  du  tenseur  de  Riemann-Christofiel  (  '  ).  — 
Reprenons  la  formule  (28)  définissant  R^s^g.  En  la  contractant  par 
rapport  aux  indices  a  et  8  nous  en  déduirons  le  nouveau  tenseur 
du  second  ordre 

(33)  Rpv=R^p^X 


qui  s  écrira 

"^      ^        py  àxy  ]    Il    \  \     l     \  âx^  f     u 

ou  encore  diaprés  (3o) 
(33^)      R«,=  ^!liiM 


fx     (   I     X      \  âx^'  \     IX    \     ■  dx^ 

Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  immédiatement  qu'il  s*agit 
d'un  tenseur  symétrique 

(34)  Rpy^^R^p. 

Enfin  par  élévation  d'indice  suivie  d'une  nouvelle  contraction, 

(')  Du  tenseur  de  Riemann-Christoffel  on  ne  peut  déduire  qu'w/t  sew/  tenseur 
contracté  nouveau,  car  la  contraction  R  sxô  donnerait  le  même  tenseur  au  signe 
près  que.eelui  que  nous  considérons  ici,  et  la  contraction  R.)y8  donnerait  un 
résultat  identiquement  nul. 
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on  pourra  en  déduire  un  invariant  par  les  formules 


(35) 


Tous  ces  lenseursjouent  un  rôle  fondamental  en  physique  et  en 
géométrie  (*). 

54.  Système  de  coordonnées  géodésique  en  un  point.  —  Nous 
avons  déjà  remarqué  que  si  les  coefficients  ^>7a  de  la  forme  qua- 
dratique fondamentale  étaient  des  constantes,  les  symboles  de 
Ghristoffél  des  deux  espèces  étaient  nuls. 

En  général  il  n'en  est  pas  ainîii,  et  nous  verrons  plus  tard 
qu'on  ne  peut  pas,  par  un  changement  de  variables,  ramener  ces 
coefficients  à  être  constants,  sauf  dans  le  cas  particulier  où  le  ten- 
seur de  Riemann-ChristofFel  est  identiquement  nul. 

Mais  nous  allons  montrer  qu'on  peut  toujours  trouver  un  chan- 
gement de  variables  tel  qu'eAi  un  point  particulier  P  de  la  multi- 
plicité les  dérivées  partielles  premières  des  gik  soient  nulles.  Un 
système  de  variables  pour  lequel  cette  particularité  sera  réalisée 
sera  dit  géodèsique  au  point  P.   En  effet,  dire  que  les  dérivées 

partielles  -^^  sont  nulles  en  un  point  revient  à  dire  que  les  sym- 
boles de  Ghristoffél  des  deux   espèces  sont  nuls  en  ce   point  et 


(')  On  trouve  pour  représenter  ces  différents  tenseurs  les  notations  les  plus 
diverses  suivant  les  auteurs.  Cette  diversité,  jointe  au  fait  que  la  plupart  des 
auteurs  ne  précisent  pas,  comme  nous  le  faisons  ici,  la  place  mutuelle  des  indicés 
de  types  différents,  n'est  pas  faite  pour  faciliter  la  lecture  des  mémoires  et  pour 
permettre  la  comparaison  rapide  des  résultats.  Aussi  n^est-il  peut-être  pas  inutile 
de  dresser  un  petit  tableau  comparant  les  différentes  notations 

Auteurs.  Composantes      Composantes  Tenseur 

mixtes.  rovariantes.  contracté. 

Présent  Ouvrage ^"pvô  RapyS  Rpy  ==  ^.pyX 

Weyl F?5  FaPy^  Rp5=F^5^3 

Eddington-Becquerel  . . .  RsyS  B^ySa  ^?Y  ^  ^8>.y 

Galbrun.... K^^^  RapSy  RpY=RpxY 

Juvet Rp*5Y  *^PaoY  R^ï  =  ^fJ^^Xy 

Christoffel-Bianchi |  ,3a;  Sy  ;  (Pa;6y) 
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inveisenient  la  nullité    des   symboles  entraîne  celle  des  dérivées 
d'a}3rès  (  i4)- 

Soient  donc^r'  un  système  de  variables  quelconque  et  x'-  un 
système  de  variables  géodésique  en  P;  d'après  les  formules  de 
GliristolFel  (i6')  et  ce  que  nous  venons  de  dire,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sera  que  l'on  ait 
au  point  P 

Alors  on  déterminera  le  changement  de  variables  (.r^,  x"-)  en  se 

donnant  les  développements  en  série  de  Taylor  des  x''  en  fonction 

des  x"-  (qu'on  pourra  supposer  nuls  au  point  P).  A  cet  effet,  on  se 

donnera  arbitrairement  les   valeurs   des    dérivées  premières,  par 

exemple  par  les  formules 

i   o     si     i  ^  r 

^—  '"^        Il      SI      i  —  r 

on  déterminera  par  les  formules  de  Chnstoffel  précédemment  écrites 
les  valeurs  des  dérivées  secondes  en  P,  et  l'on  prendra  arbitraire- 
ment les  dérivées  suivantes  qu'on  annulera  pour  simplifier. 
On  aura  ainsi  les  formules  de  transformation  demandées 

(36)  x'' =  (a;^)p-+- X'' —  •    •      .      ■   x''ûs^. 

55-  Application. —  Gommeil  est  toujours  possible,  ainsi  que  nous 
l'avons  remarqué  précédemment,  d'établir  une  formule  ayant  une 
signification  physique  en  lui  donnant  une  forme  tensorielle  et  en 
se  plaçant  dans  un  système  de  variables  particulier,  il  y  aura  sourent 
intérêt  à  faire  cette  vérification  dans  un  système  géodésique  où  les 
calculs  seront  plus  simples 

A  titre  d'application,  nous  allons  établir  par  ce  procédé  une 
identité  qui  joue  vin  rôle  fondamental  dans  la  théorie  de  la  relativité. 

Si  l'on  se  place  dans  un  système  de  coordonnées  géodésique  en  un 
point  P,  on  vérifie  immédiatement,  en  partant  de  la  formule  (26"), 
l'identité  (vraie  au  point  P) 

A.BaPyo+ AyRapSt-f-AgRapey^o     (2). 

{*)  Il  faut  naturellemenl  que  le  détei'fninant  fonctionnel  en  P  soit  différent  de* 
zéro;  ici  il  est  égal  à  l'unité. 

(^)   Pour  une  interprétation  géométrique  de  ces   identités,  voir    G.  Darmois, 
FJlénients  de  la  géométrie  des  espaces  {Annales  de  Physique,  1924,  §  39). 
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Mais  comme  le  premier  membre  de  cette  identité  représente  un 
système  tensoriel  cinq  fois  covarianl,  on  en  conclut  qu'elle  est 
vérifiée  dans  n'importe  quel  système  de  coordonnées  quel  que  soit 
le  point  P. 

Or,  cette  identité  s'écrit  encore 

Ac  R"?^^  H-  Ay  R%  -\-  As  K%  ^  o . 

Faisons-j  d'abord  la  contraction  a  =  o,  |)uis  la  contraction  p  =  v, 
elle  devient 

A,  rP  —  Ay  Rf -h  Aa  BÎ'Jy  ^  o, 
puis 

AeR-ApR?-AaR?^o, 


ce  qui  s  écrit  encore 


-AcR  — AaR?=o, 


ou  enfin 

(37)  Aa[^.^fR-R?]^o. 

Telle  est  la  formule  que  nous  nous  proposions  d'établir,  formule 
qui  exprime  que  la  divergence  du  tenseur  symétrique  dont  les 
composantes  mixtes  sont  dans  le  crochet  est  nulle. 

RÈGLES  ET  FORMULES  DU  CALCUL  TENSORIEL.  RÉSUMÉ 

Notations  . 


dx^  ■  ôx'- 


(ï)  -=-  =  ^'-       et       --  ^  ^l 


Convention  de  sommation.   —  Un  indice  «  muet  »  (figurant 
deux  fois  dans  un  monôme)  implique  une  sommation  de  i  ïx.  n. 

Relations  fondam,entales  entre  les  dérii^ées  partielles  : 

.—        —..  (  o     si     5  ^  ?", 

il)  X\.X'^=  x'j.X'^z=i^—    l 

—  —  {     \       i\      s  =  l. 

Invariant.  —  (Système  tensoriel  d'ordre  zéro) 

f{xi)  =  f{xi). 
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Systèmes  tensoriels  du  premier  ordre  : 
1°   Covarijints 
(3)  A,  =  x?A5        ou         Ar  =  ^P.Ao         (Ex.  :-^); 

•A^  Gonlrevaiiants 

<4)  T''=^JjAp         ou         A'"=^ÂP         (Ex    :  rtf.r''). 

Systèmes  tensoriels  d'ordre  supérieur.  —  Exemple-  : 

A)f^=  ^Pxa^jAp'^T, 
\  ou 

1  ou  encore 

.r,  r  .1     .1. -  .\  ,  t  —  ^»  î( . T 

L'indice  inférieur  caractérise  toujours  la  cosariance; 
L'indice  supérieur  caractérise  toujours  la  eontrevariance. 

Opérations  tensorielles  : 

Addition  (analogue à  l'addition  vectorielle)  i 

-,,.,.,  ,   .  f  commutalives,    associatives    et 

Multiplication  extérieure  /       peuvent  se  ..... 

^,  .  (■  1  •  i  fiistnbutives. 

<^ontraclion  )       combiner        ) 

Critérium  décelant  le  caractère  tensoriel.  —  Si  un  groupe  de 
quantités  A(/,  5,  t)  est  tel  que  A(r,  .ç,  t)\r'^sV  soit  un  invariant 
quels  que  soient  les  systèmes  tensoriels  ç^î  f\s^  ?^»  -^  ('%  -^j  ^)  est  un 
système  tensoriel  du  type  A'^^ . 

Systèmes  tensoriels  spéciaux.  — Symétriques  (ex.  ;  A^a^  A/tj). 
Antisymélriques  (ex.  :  A/>^=  — -^ki)- 

Forme  quadratique  fondamentale  : 

gik  dx'  dxf"  (  gik  =  gki) 

(invariante  par  définition). 

Discriminant 

g  =  Il  giff.  Il  5z^  o,         g-  =  D^g         (D  =  dét.  fonct.  de  la  transformation). 

Systèmes  tejisoriels  fondamentaux  du  deuxième  ordre  : 
i"  Covariant 


<)8  CALCUL    TENSORIEL.    APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQl  ES    ET    MÉCANIQUES. 

:>/'   Gontrevariant 

g^^=  —  y  mineur  algébrique  de  ^,7.  ; 

3"  Mixte 

(  o     si     i  ^  /c, 

t»-'    —     frl/   tri,,  — —      / 

(    l       SI      l  =  A. 

Abaissement  et  élévation  des  indices.  —  Le  produit  contracté 
d'un  système  tensoriel  quelconque  par  un  système  fondamental 
donne  : 

I**  Pour  g'i/(,  un  changement  d'indice  suivi  d'un  abaissement, 

■7)  ex.  :  j^a\k=  Ai; 

2"  Pour  ^^*,  un  changement  d'indice  suisi  d'une  élévation, 

(7')  ex.  :  .^''^Aat^  A'; 

3°  Pour  g'f.^  un  changement  d'indice  seul, 

,8)  ,  ex,  :  ^'^A.^=:  A^         (,^^  est  un  opérateur  de  substitution). 

Règles  du  a  Jeu  des  indices  ».  —  Sur  tout  indice  muet  on  a  le 
droit  d'abaisser  l'indice  dans  une  de  ses  positions  et  de  l'élever 

dans  l'autre, 

ex.  :,A^-Bf>^A*Bt/. 

Un  même  indice  non  muet  peut  être  élevé  ou  abaissé  simulta- 
nément dans  tous  les  termes  d'une  équation  tensorielle, 

ex.  :  Aa;B*^=:  C/         équivaut  à         AaiB^'^  =  C. 

Oli  peut  toujours  changer  le  nom  d'un  indice  muet. 

Tenseurs.  —  On  peut  associer  à  tout  système  tensoriel  plusieurs 
autres  systèmes  en  élevant  ou  en  abaissant  les  indices;  tous  ces 
systèmes  sont  les  composantes  de  dirt'érents  types  d'un  même 
tenseur. 

Exemple  :  Les  syslèmes  fondamentaux  giu.  g'''-,  g']  sont 
les  composantes  covarlautes,  cont revariantes  ou  mixtes  du 
tenseur  métrique  fondamental. 

Equations  différentielles  des  gèodésiques  : 
.,  d-x^       \  r     s  I  dx''  dx^ 
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Symboles  de  Christoffel: 


(n)  r/;-^-['. 


1     t     \ 


(.5)  ['V]— !'•/ 

For  m  a  les  de  Ch  r  is  t  offe  l  : 


àgrt 


(,6')  4^;';\-is-^\ 


p   » 
k 


x\ 


avec 


ôx   dx^ 

Dérivée  covariante.  —  Exemple  : 

/       N  A  ,■  ^^'st  ^  ^       u\    .\  \S      II)    .r  \  t      U  }    .  ,. 

09)       A"A:,,=  -^  +  |    ^,    JA^,,-j    ^    {A.).-j    ^     |a:.,,; 

se  confond  avec  la  dérivée  partielle  ordinaire  si  on  l'applique  : 

1°  à  un  invariant  quels  que  soient  les  g^; 

2**  à  un  système  quelconque  et  si  les  gik  sont  constants. 

Dérivée  contrevarianle  : 
{'i\)  A*(systéme  quelconque)  ==  ^-^^  A/(même  système).. 

Théorème  de  Ricci  : 

^sSik^o,         ^sg'^^o,        A,^i=o. 

Propriétés  de  la  dérivation  covarianie  : 

Les  mêmes  que  celles  de  la  dérivation  ordinaire; 
Elle  est  permutable  avec  la  contraction  et  le  déplacement  des 
indices  ; 

La  dérivée  d'un  système  constant  n'est  pas  nulle. 
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Dérivations  tensorielles  successives.  —  Ne  sont  pas  indépen- 
dantes de  l'ordre  des  dérivations 

(^^2')  A,(A,A,.)-A,(A,A,)  =  AxRf',,,. 

Tenseur  de  Riemann-Christoffel  : 


(25)  RapY8=  ^a^^ï^.^YO» 

^^5  (      X      i    L     >^     J' 


a 


(|26") 


<^2^a8  ^'*"P8  ^'A^aY      .      '^'^Py 


,  ,  composantes 

(27)  RapY8  =  -HRYSap  )  '^ 

(  RaPYÔ-^  ï^aY^P"^  ^a5pY=^  ^     '  indépendantes  non  nulles. 
Quelques  identités  importantes  : 

(28)  dg'^s  =  _  gr^gsa  d^-^^, 

(  28' )  dgrs  ■=  —  é'rp ^^(T  C?^P^, 

( 29 )  A,.,  dg^s  =  _  A''^  rf^-^„ 
d^\g\  —  g^^  dgik  =  —  gik  dgif', 

(30)  S"     ^J^l^ilM^_^_^^^]II. 
\     r     )        2      (7a7-^  1/ 1  ^  I         ^^* 

Divergence  d'un  tenseur  : 

1°  Tenseur  du  premier  ordre  co variant, 

A'-A,.=  ^^' A,Ar; 
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•À°  Tenseur  du  premier  ordre  contrevariant, 

3°  Tenseur  du  deuxième  ordre  symétrique  gauche^ 

(3i')  A,.A'^^-= -^  '  ^  ^  ; 

4°  Tenseur  du  deuxième  ordre  symétrique  droit, 

an  A,. A',  =  -J=  àW[g^K\)  _  ■  dM  ^,,, 

Opéî^ateur  de  Laplace  : 
(Sa)  A  (tenseur  quelconque)  =  A,.  A'(     )=?:A''Ar(     )• 

Contractions  du  tenseur  de  Riemann-Christo (fel : 

d 


(33-33)         R^y-^Pt^-  ^^y         "^  )     j,     (   j     X     ( 


/     X     \  ^  6     y  M  jji     X 


(33") 


dx^dx'î  \     \i.     \   \     X 

,!^     ï1  , 

(34)  Rpy=Ryp, 

(35)  jH?=.^-^B,„ 

(     R=.Rj^^o.ayR^^. 

Passage  d^un  système  de  variables  quelconque  (x^)  à   un 
système  {x^)  géodésique  au  point  P  : 

il/'    s  \   —  — 

(36)  x^—(x^)^-\-x^^ I      .     '    x'^x^. 

1  {     i     \v 

Identité  fondamentale  de  la  relativité  : 


(  .>7  ' 


CHAPITRE  111. 

EXEMPLES  ET  APPLICATIONS  DU  CALCUL  TENSORIEL 
DANS  L'ESPACE  EUCLIDIEN  A  TROIS  DIMENSIONS. 


CALCUL  VECTORIEL  EN  COORDONNÉES  CURVILIGNES. 


56.  Coordonnées  curvilignes.  —  Nous  rapporterons  d'abord 
l'espace  euclidien  à  trois  dimensions  de  la  {géométrie  classique  à 
trois    axes   de    coordonnées  rectangalniies  OA',  OA-,  OA^    et 

nous    représenterons    par    x^    les    trois    coordonnées   d'un   point 
quelconque. 

La  distance  de  deux  points  infiniment  voisins,  de  coordon- 
nées ./'  et  ./'^  -h  dx'^  sera  donnée  par  1(;  théorème  de  Pythagore  et 
son  carré  pourra  s'écrire 

^.$2  =  gij^  dx^  dx^'' 


avec 


A'  ik  — 


(   o     si      i  ^  /. . 


I       SI       i 


i-^h-. 


C'est  cette  forme  quadratique,  invariante  par  sa  nature  même, 
qui  nous  servira  de  foiine  fondamentale. 


On  trouve  immédiatement 

?=  |'!?/A-II  =  I, 


Conséquence.  —  Dans  un  sysième  de  coordonnées  cartésiennes 
rectangulaires,  des  systèmes  associés  ont  des  composantes  iden- 
tiques. On  a  en  effet,  par  exemple, 

A,.  =  ^~wTv' =  A '■  ; 
autrement  dit.  il  n'y  a  pas  lieu  dcms  ce  cas  de  foire  Ac  distinction 
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entre  les  composantes  co variantes  et  contrevariantes  d'un  même 
tenseur. 

Introduisons  maintenant  un  second  système  de  coordonnées  x\ 
reliées  aux  précédentes  par  des  relations  arbitraires 

j^i _  y*i(  x'',  x'^^  j?'), 

soumises  aux  seules  restrictions  de  continuité  et  d'existence  des 
dérivées  déjà  mentionnées  et  telles  que  de  plus  le   déterminant 

fonctionnel  ||  Xf.  ||  soit  différent  de  zéro. 

Ces  nouvelles  variables  seront  dites  former  un  système  de  coor- 
données curvilignes  pour  l'espace  à  trois  dimensions. 

Dans  ce  nouveau  système,  le  ds-  aura  une  forme  analogue 
gikdx'-  dx^  et  l'on  calcule  de  suite  les  valeurs  des  composantes  du 
tenseur  fondamental  d'après  leurs  valeurs  simples  dans  le  système 
cartésien 


(I) 

et  naturellement 


X  r  X  s  ^ 


gl  = 


57.   Courbes  et  surfaces  de  coordonnées, 
mules  de  transformation 

x'=  f'(x^,  x^,  x^}; 


Reprenons  les  for- 


donnons  aux  x^  des  valeurs  numériqutîs  qui  déterminent  un 
point  M  et  supposons  qu'à  partir  de  ce  système  de  valeurs  nous 
fassions  varier  x^  (x-  et  x-^  restant  fixes),  le  point  M  décrira  une 
courbe  qu'on  appellera  la  courbe  x*  =z  variable;  on  définira  de 
même  les  courbes  x^=^  variable  et  x'^^=  variable  issues  du 
point  M. 

A   partir   du    même    système    de   valeurs   numériques,    faisons 


(')  Nous  appliquons  ici  encore  noire  convention  de  sommation  bien  qup 
l'indice  muet  p  n'occupe  pas  comme  d'iiabitude  une  fois  la  position  haute  et  une 
fois  la   position  basse.  Cette  exception  à  la  règle  générale  tient  au   fait  que  le 

système  des  coordonnées  x'  est  très  particulier. 
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maintenant  varier  j;-  et  x^  simultanément  (./  '  restant  fixe),  nous 
obtiendrons  ainsi  une  surface  qui  contiendra  évidemment  les 
d^ux  courbes  x-=.  variable  et  x"^  --:=  variable  issues  du  point  M; 
nous  l'appellerons  la  surface  x^  =  constante.  On  définira  de 
même  les  surfaces  x-  =  constante  et  x^  =  constante  passant  par  M. 
Ces  courbes  et  ces  surfaces  que  l'on  peut  ainsi  attacher  à  tout 
point  de  l'espace  sont  dites  les  courbes  et  les  surfaces  de  coor- 
données. 


Remarque.  —  La  condition  \\X\\[  -^  o  exprime  évidemment  que 
les  tangentes  en  M  aux  courbes  de  coordonnées  qui  j  passent 
forment  un  véritable  trièdre  dont  les  faces  seront  les  plans  tangents 
aux  surfaces  de  coordonnées. 

Nous  orienterons  les  arêtes  de  ce  trièdre  dans  un  sens  arbi- 
traire (par  exemple  en  supposant  qu'on  prenne  sur  la  courbe 
x^  ■=  variable  le  sens  des  x\  croissants  comme  sens  d'orientation) 
et  nous  obtiendrons  ainsi  trois  axes  T*,  T-,  T^,  issus  de  M. 
Nous  orienterons  de   même  les  normales  en  M  aux   surfaces   de 

coordonnées  (par  exemple  dans  un  sens  tel  que  l'angle  T'N'  soit 
aigu)  et  nous  obtiendrons  un  nouveau  trièdre  N',  N^,  N\  sup- 
plémentaire du  premier. 

Le  calcul  des  cosinus  directeurs  des  tangentes  se  fait  de  suite, 
car  on  a 


cosA^Ti        cosA'Ti        cosA^Ti 


a; 


a: 


X 


^{x\)'+{.T])'^{iiiy    vVm 


[d'après  la  formule  (i)],  ce  qui  donne 

(2) 


X' 


cosA'T-^=      _1_  {sans  sommation). 


De   même,   les   cosinus  directeurs   de   la    normale   N*    devront 
satisfaire  aux  conditions  d'orthogonalité 


^|cos  A»IN'  -h  x\  cosA^Ni-h  x\  ces  A^N^  =  o, 
^^cosA^Ni  -+-^jcosA*Ni-4-^i|  cosA»Ni=ro, 


CHAPITRE    m.    —    ESPACES   EUCLIDIENS    A   TROIS   DIMENSIONS.  75 

qui,  résolues,  donneront  (') 


cosA'N'               A2N1        oosA-^Ni 
j =  ces -—  = 


c'esL-à-dire 

(3)  cosA']N*=  -^Eirr  (sans  sommation)     (2). 

Des  formules  (2)  et  (3),  on  tire  de  suite  les  valeurs  des  cosinus 
des  angles  de  deux  tangentes  ou  de  deux  normales;  on  trouve 
ainsi,  en  se  servant  aussi  des  formules  (i), 

(4)  cosT/'T'/=  _^ii^^^ 

>  {sans  sommation). 
^--^^^^^  £rpq 

(\')  cosN/^N7=        ^ 

58.  Relation  entre  les  tenseurs  du  premier  ordre  et  les  vecteurs 
de  l'algèbre  vectorielle  ordinaire.  —  Donnons-nous  maintenant 
un  vecteur  quelconque  (MV)  ayant  son  origine  au  point  M.  Il 
aura  par  rapport  aux  axes  cartésiens  des  composantes,  au  sens 
habituel  du  mot,  que  nous  pourrons  regarder  indifféremment 
comme  les  composantes  contrevariantes  ou  covariantes  d'un  ten- 
seur du  premier  ordre.  Nous  les  appellerons  $« ,  ^o?  ^3  ou  ^^,  Ç-,  |' 
sans  prêter  attention  à  la  place  des  indices. 

Dans  le  système  des  coordonnées  curvilignes,  ce  même  tenseur 
du  premier  ordre  aura  des  composantes  contrevariantes  et  cova- 
riantes, données  par  les  règles  de  transformation  des  systèmes 
tensoriels;  mais  cette  fois  les  composantes  de  types  différents  ne 
seront  pas  identiques. 

A  tout  tenseur  du  premier  ordre  correspond  donc  ainsi^  de  façon 
univoque,  un  vecteur  :  nous  allons  chercher  maintenant  la  signifi- 
cation géométrique  des  composantes   de  ce  tenseur. 


(•)  Par  suite  des  relations  x'^x].  =  o  et  x'^x]-  =  o  [form.  (2),  Chap.  II]. 
(')  Le  signe  de  ce  dernier  radical   est    convenablement  choisi,  puisqu'on   aura 
alors  cosN'«T*=  -==rr    quantité  positive. 
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Appelons,  pour  simplifier  récriture  : 

.'    Prr     la  mesure  algébrique  de   la   projection    orthogonale   du    vec- 
teur (MV)  sur  la  tangente  T'", 

P^r     la    mesure  olgébiique    de    la    projection  orthoî(onale  du  vec- 
teur (JMV)  sur  la  noimale  N'', 

Ct'-     la  mesure  algébrique  de    la    composante   suivant  T'   du  vec- 
teur (MV)  décomposé  suivant  les  trois  tangentes, 

Cni     la   mesure  algébrique  de  la    composante    suivant  N''  du    vec- 
\  teur  (MV)  décomposé  suivant  les  trois  normales. 

Une  application  immédiate  du  théorème  des  projections  donne 
les  relations 


(5) 


Pr'=    VÇiCosA.'T'' 
Pn.=   ^^*cosA»'N'- 


(pas  de  sommation  en  r), 


r  ^r-  ] 

ç,-=  >  Cn- cosA'N'=>    —=^' 

D'autre  part,  on  a,  d'après  les  lois  de  transformation  des  systèmes 
tensoriels, 

l-  =  ^liK         et         ï'  =  ^^'-^'r, 

i  r 

^'•=^ëf:-  et         ç~=2^,^f. 


d'où,  par  comparaison  avec  les  formules  précédentes  (•). 
(6)  i 


^  (sans  sommation). 


I    PN'-=--lr=,  G.Nr=   ^/^rr^çr 


Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  les  indices  des  quantités  surlignées, 
dont  la  place  était  sans  importance,  n'ont  pas  été  mis  an  iiasard  et  qu'on  s'est 
arrangé  au  contraire  pour  faciliter  la  comparaison  en  (jucstion. 
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Ces  formules  résolvent  le  problème  et  nous  donnent  ainsi  une 
double  interprétation  géométrique  des  composantes  covariantes 
ou  contrevariantes  en  coordonnées  générales;  il  faudra  donc  bien 
se  garder  de  confondre  ces  composantes  d'un  tenseur  du  premier 
ordre  avec  ce  que  l'on  appelle  habituellement  composantes  d'un 
vecteur,  ces  deux  notions  ne  coïncident  qu'en  coordonnées  carté- 
siennes orthogonales. 

Remarque.  —  Dans  la  plupart  des  cas  usuels,  les  coordonnées 
curvilignes  employées  sont  orthogonales  y  c'est-à-dire  que  le 
Irièdre  des  tangentes  est  trirectangle  et  se  confond  avec  le  triédre 
des  normales.  Comme  le  montrent  alors  les  formules  (4),  le  ds^ 
ne  contient  que  des  termes  carrés  et  le  groupe  des  formules  (6) 
se  réduit  à  une  seule  formule. 

On  en  déduit  de  suite  qu'il  y  a  entre  les  composantes  contreva- 
riantes et  covariantes  de  même  rang  les  relations  simples 

OU  encore  j 

^  (sans  sommation)    (i). 
ce  qui  entraîne  I 

"        ~  Srr         ) 

59.  Longueur  d'un  vecteur.  —  En  coordonnées  cartésiennes 
orthogonales,  la  longueur  du  vecteur  (MV)  est  donnée  par  la 
formule 

«'=  (!')'+ (Ç')'+ (!')•, 

qui  peut  s'écrire  tout  aussi  bien 

l'  =  likY^''' 

Or,  sous  cette  dernière  forme,  le  second  membre  a  le  caractère 
tensoriel  d'un  invariant  et  par  suite,  dans  un  système  de  coor- 
données quelconques,  la  longueur  s'exprimera  sous  la  forme 

(7)  l-=-gik'^^V'  =  h-\''=  g'^^iU- 

(')  Le  lecteur  pourra  à  titre  d'exercice  appliquer  ce  qui  vient  d'être  dit  des 
coordonnées  curvilignes  aux  coordonnées  cartésiennes  obliques;  ce  cas  est  carac- 
térisé par   le   fait   que  les   coefficients  g\^   sont  des  constantes  et  que^  de  plus, 


bjk 


I  si  i  =  k. 


78  CALCUL   TENSORIEL.    APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES   ET   MÉf  ANIQUES. 

60.  Produit  scalaire  de  deux  vecteurs.  —  Étant  donnés  deux  vec- 
teurs (MV)  et  (MV),  de  composantes  respectives  ^'  et  V  dans  le 
sjstcme  carlésien  orthogonal,  on  appelle  produit  scalaire  de  ces 
deux  vecteurs  l'expression 


qui  peut  encore  s'écrire 


Ç'r,*-+-Ç2.,^2^_C3-^3        (,)^ 


gikî'r,^- 


Sous  cette  forme,  cette  expression  a  ici  encore  le  caractère 
tensoriel  d'un  invariant;  en  coordonnées  générales,  le  produit 
scalaire  aura  donc  pour  valeur 


(8) 


.4'7iP'iQ*=  Çi-/j^=  l^'r^k=- gHi-^ik' 


61.  Élément  linéaire  à  deux  dimensions.  —  Soient  deux  ve(;- 
teurs  indépendants  (-)  (MV)  et  (MV),  issus  du  point  M.  Ces 
deux  vecteurs  déterminent  :  i°  un  plan  passant  par  M;  2°  une 
aire,  celle  du  parallélogramme  construit  sur  g\i\]  3^  un  sens  de 
rotation  dans  ce  plan,  si  l'on  énonce  les  vecteurs  dans  un  ordre 
déterminé. 

En  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires,  ces  trois  éléments 
plan,  aire  et  sens  sont  parfaitement  déterminés  pap  la  donnée  des 
trois  déterminants 


an 


ç» 

V- 

Ç2 

^' 

Ç3 

ç» 

,               a23=: 

<j3»  = 

■^' 

^' 

V 

r/ 

V 

ri' 

qui  mesurent  algébriquement  les  aires  des  projections  du  paral- 
lélogramme en  question  sur  les  plans  de  coordonnées.  Inversement 

du  reste,  la  donnée  des  seules  quantités  <t'-,  t-',  a--*'  permet  de 
remonter  d'une  infinité  de  manières  aux  vecteurs  (MV)  et  (MV) 
qui  ont  donné  naissance  eux  éléments  géométriques  considérés. 
Nous  conviendrons  donc  de  dire  que  ces  trois  quantités  déter- 
minent un  élément  linéaire  à  deux  dimensions  qui  sera,  pour  les 
multiplicités  à  deux  dimensions,  le  correspondant  du  vecteur  pour 
les  multiplicités  à  une  dimension. 


(1)   Ce  produit  scalaire  est  encore  égal,  comme  l'on  sait,   au  produit  des  lon- 
gueurs des  deux  vecteurs  par  le  cosinus  de  leur  angle. 
.'')  C'ést-à-dire  n'ayant  pas  le  même  support. 
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Aux  élémenls 

support  rectiligne,  longueur,  sens, 

déterminant  le  vecteur,  correspondront  les  éléments 
support  plan,   aire,   beus  de  rotation, 

déterminant  l'élément  linéaire. 

Les   composantes  de  lélément,    qu'on   ])eut    écrire   sous  forme 
aljj'égée 

se  transformeront  d'après  les  lois  tensorielles  et  détermineront 
dans  un  système  de  coordonnées  quelconques  un  tenseur  du 
second  ordre  symétrique  g;auche 

^ik  —  ^i-rl' 'Zkyi 

et  inversement  tout  tenseur  symétrique  gauche  du  second  ordre 
est  susceptible  de  cette  interprétation  géométrique  (^). 

Aire  de  l'élément  linéaire  à  deux  dimensions.  —  En  coor- 
données cartésiennes  rec^tangulaires,  cette  aire  serait  donnée  par 
la  formule 


qu'on  peut  encore  écrire 


I  --- 


Cette  expression  étant  mise  sous  forme  tensorielle,  on  aura  donc 
aussi  en  coordonnées  ourvilignes  quelconques 


(')  Cette  interprétation  n'est  cependant  valHl>le  t(ue  p(»ur  l'espae(  à  trois  Hinn  n- 
nions  (cf.  Pàutj.  Belativitatstheorie,  p    578). 

Le  leeteur  pourra  rectïercher,  en  appliquant  les  lornuiles  (6),  la  sijînifi<  ation 
^onu'trique  des  composantes  générales  c'^  (ou  des  coinposaiites  (\>\arianles). 
signification  particulièrement  simple  si  les  conr<lonnées  curvilignes  sont  ortlio- 
gonal«js. 

H.  Wt      appelle  ler.  tenseurs  de  ne  type  des  t'uscurs  linéaires  «lu  second  ordre. 

(')  L'élément  linéaire  à  deux  dimensions  pourrait  encore  être  déterminé  par 
la   donnée  dans  un  plaii   d'une  courbe  fermée  atrectée  d'un  sens  de   parcours.  Si 


8o  CALCUL   TENSORIEL.    APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES   ET    MÉCAMQUES. 

62.  Élément  linéaire  à  trois  dimensions.  —  Trois  vecteurs  (MV), 
(MV),  (MV),  issus  du  point  M  et  non  situés  dans  un  même  plan, 
déterminent  un  volume  :  celui  du  parallélépipède  construit  sur  eux^ 
volume  que  l'on  peut  affecter  d'un  signe  si  les  vecteurs  sont 
énoncés  dans  un  ordre  déterminé. 

En  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires,  ce  volume  a  pour 
expression 


-C; 


i',  r/,  Ç*  désignant  les  composantes  respectives  des  trors  vecteurs. 

Pour    avoir    ce    volume    en    coordonnées    générales,    il    suffit 

d^exprimer  ;^,  r/,  J^'en  fonction  de  ^%  y)'-,  Ç*  [form.  (4),  Chap.  Il]  et 

les  règles  de  multiplication  des  déterminants  donneront  de  suite 


^^ 

^' 

V 

^' 

V- 

V 

l' 

l' 

f' 

v  = 


Or,  on  a 


î' 

ï' 

•V 

rr- 

K' 

r- 

X 


D(; 


x 


■,^3) 


D(ir',  x^,  x-^) 


et  comme  ici   «  =z  i ,  on  met  l'expression   du   volume   eji   coor- 
données générales  sous  la  forme 


(lo) 


"<>  =  ^'ê- 


V     V     ^' 

t)»        T)«        t)» 

C'     ^^     '^' 


II.  —  EXEMPLES  ET  APPLICATIONS  TIRÉS  DE  LA  MÉGANIQUE  CLASSIQUE, 

Nous    traiterons    tous    ces    exemples,    à    moins    d'indications 
contraires    en    coordonnées    cartésiennes     (rectangulaires     ou 


les    x'    représentent    les    coordonnées    d'un     point    courant   de    la   courbe,   les 
composantes  de  l'élément  seront  les  intégrales 

(j'^  =  -    I  x'dx^  —  x^  dx^ 
2  J 

étendues  au  contour  parcouru  dans  le  sens  donné. 
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obliques)^  c'esl-à-dire  que  nous  n*envisagerons  que  les  siibslilutions 
linéaires  sur  les  variables  qui  constituent  les  transformalions  de 
coordonnées  bien  connues.  L'égalité  des  composantes  de  même 
type  de  deux  tenseurs  attachés  en  des  points  différents  a  alors 
uue  signification  indépendante  du  système  de  coordonnées  et 
caractérise  des  tenseurs  èquipoUents. 

63.  Exemples  de  tenseurs  du  premier  ordre.  —  Vitesse  et 
accélération.  —  Soit  un  point  M  mobile  par  rapport  à  uri  certain 
système  d'axes,  ses  coordonnées  x''  prendront  si  le  temps  varie  de 
l'instant  t  à  l'instant  t  A-  dt  des  accroissements  dont  les  parties 
principales  dx*^  représentent  par  nature  même  les  composantes 
contrevariantes  d'un  vecteur  infiniment  petit. 

Le  vecteur  (V),  vitesse  du  point  M,  aura  ainsi  des  composantes 
contrevariantes  données  par  les  formules 

(u)  <>'=^     (.). 

De  la  formule  de  transformation  qui  en  découle  :  m'=  x',.u'.,  on 

déduit,  par  dérivation,  puisque  ici  les  dérivées  partielles  x',.  sont 
des  constantes  (-), 

dii'^       —  ■  du'' 
——  —  x'.  — —  » 
dt  '    dt 

ce  qui  donne  les    composantes  contrevariantes   de   l'accélération 
sous  la  forme 

du^       d^x'' 

Quantité  de  mouvement.  —  Si  l'on  appelle  m  la  niasse  du 
point  M,  la  quantité  de  mouvement  de  ce  point  sera  le  vec- 
teur m{y)  ayant  les  composantes  contrevariantes  /;^  m'. 


(')  Ces  coinposanles  coiilrc\ariantes  coïncident  avec  les  composantes  de  la 
vitesse  au  sens  habituel  du  mot  en  vertu  des  formules  (6)  de  ce  Ctiapitre  et  de 
la  remarque  faite  en  note  page  77.  Il  n'en  serait  pas  ainsi  si  les  coordonnées 
employées  étaient  curvilignes. 

(')  Naturellement  tout  ceci  suppose  que  les  x^  sont  soumises  à  des  substitutions 
linéaires  à  coefficients  indépendants  du  temps,  c'est-à-dire  que  l'on  passe  d'un 
système  d'axes  de  coordonnées  à  un  autre  au  repos  par  rapport  à  lui.  L'étude 
du  cas  où  il  n'en  serait  pas  ainsi  pcrmeilrait  de  retrouver  les  théorèmes  do 
composition  des  vitesses  ou  des  accélérations. 
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Si  enfin  on  a  plusieurs  points  matériels  formant  un  système 
déformable  ou  rigide,  on  appellera  quantité  de  mouvement  du 
système  la  somme  géométrique  des  quantités  de  mouvement  de 
chacun  des  points;  c'est  donc  un  vecteur  libre^  ayant  pour 
composantes  contrevariantes 

(i3)  G'  =  CmM% 

le  signe  V  désignant  une  sommation  étendue  aux  différents  points 
matériels  (*  ). 

Force,  —  Supposons  qu'au  point  M  soit  appliquée  une  certaine 
force  (F). 

1°  Nous  pourrons  la  regarder  comme  productrice  d'accélération 
et  la  déterminer  au  moyen  de  l'équation  vectorielle 

(force)  =  masse  X  (accélération). 

Considérée  de  ce  point  de  vue,  la  force  apparaîtra  comme  un 
tenseur  du  premier  ordre  ayant  pour  composantes  contrevariantes 
les  quantités 

(i4)  X^'=mY^ 

2'*  Nous  pouvons  au  contraire  partir  de  la  notion  de  travail. 
Supposons  que  nous  donnions  successivement  au  point  M  trois 
déplacements  virtuels  égaux  à  l'unité  de  longueur  positive  paral- 
lèlement à  chacun  des  axes  de  coordonnées  et  soient  X,,  X2,  X3 
les  travaux  correspondants  effectués  par  la  force. 

Dans  un  déplacement  infiniment  petit  quelconque  du  point  M, 
de  composantes  dx^^  le  travail  effectué    par   la   force  aura  pour 

expression 

Xi  dxK 

Or  ce  travail  a  une  signification  physique  indépendante  du 
système  de  coordonnées,  c'est  donc  un  invariant,  et  cela  quel  que 
soit  le  déplacement  dx'^.  Les  quantités  Xj  apparaissent  alors 
comme  les  composantes  covariantes  de  la  force,  composantes  qui 


(';  Cette  .sommation  serait  naturellement  remplacée  par  une  intégration  dans 
le  ca.s  d'un  système  continu. 
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s'introduisent  ainsi  naturellement  si  l'on  part  de  l'équation 

travail  =  (force)  x  (déplacement)         (multiplication  scalaire)     (^). 

64.  Exemples  de  tenseurs  du  deuxième  ordre.  —  Produit 
vectoriel.  —  Soient  deux  vecteurs  de  même  origine,  de  compo- 
santes contre  variantes  \^  et  Tj^,  on  en  déduit  par  la  formule 

un  tenseur  symétrique  gauche  qui  s'appellera  le  produit  vectoriel 
du  premier  vecteur  par  le  second  (-). 

Dans  l'espace  à  trois  dimensions,  un  tenseur  s^'métrique  gauche 
du  deuxième  ordre  n'a  que  trois  composantes  distinctes  non  nulles. 
En  Mécanique  classique,  on  a  pris  l'habitude  de  représenter  ce 
produit  vectoriel  par  un  vecteur,  mais  cela  n'aurait  pas  été  possible 
dans  un  espace  à  un  nombre  différent  de  dimensions,  le  nombre 
de  composantes  distinctes  non  nulles  d'un  tenseur  symétrique 
gauche  ne  coïncidant  plus  avec  le  nombre  des  composantes  d'un 
vecteur  (^). 

En  étudiant  d'un  peu  plus  près  cette  assimilation,  nous  allons 
montrer  qu'elle  n'est  même  possible  qu'en  coordonnées  carté- 
siennes rectangulaires.  Supposons  que  nous  n'utilisions  en 
effet  que  des  axes  rectangulaires  de  même  sens.  Si  l'on  appelle  Ç* 
les  composantes  contrevariantes  d'un  vecteur  arbitraire,  le 
déterminant 

V     V'     ^' 

r,l       -/)2       7]3 
^1         ^t        ^3 


(')  Naturellement,  les  vecteurs  vitesse,  accélération,  quantité  de  mouvement 
ont  aussi  des  composantes  covariantes,  mais  leur  signification  physique  ne 
s'impose  pas  immédiatement  comme  c'est  le  cas  pour  la  force. 

(^)  Nous  avons  dortné  au  n"  61  une  interprétation  des  tenseurs  de  cette  nature 
à  l'aide  de  la  notion  d'élément  linéaire  à  deux  dimensions. 

(^)  C'est  déjà  par  suite  de  cette  particularité  que  le  moment  d'un  vecteur  par 
rapport  à  un  point  (qui  est  un  cas  particulier  de  produit  vectoriel)  est  représenté, 
par  un  vecteur  dans  la  mécanique  de  l'espace  et  seulement  par  un  nombre  algé- 
brique dans  la  mécanique  du  plan. 

On  trouve  encore  une  conséquence  de  cette  différence  de  nature  dans  la  dis- 
tinction qu'on  est  conduit  à  introduire  en  Physique  entre  vecteurs  polaires  et 
vecteurs  axiaux^  ces  derniers  étant  en  réalité  des  tenseurs  du  second  ordre 
symétriques  gauches  {v.  t.  1,  p.  ^6). 
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représente  le  volume  du  parallélépipède  construit  sur  les  trois  vec- 
teurs (Ç),  (y,),  (î^),  et  est  par  suite  invariant  par  rapport  à  tout  chan- 
oement  de  coordonnées  rectangulaires.  Or  ce  déterminant  s'écrit 

et  d'après  le  critérium  décelant  le  caractère  tensoriel  (Ghap.  II, 
n"  3o)  nous  pouvons  regarder  les  trois  quantités  o-^^,  o-^',  cr^* 
comme  les  trois  composantes  covariantes  d'un  tenseur  du  premier 
ordre  et  poser 


r23  — 


eS,,  a"' =£2.,,  (t'2=£..S:.  (c  =  ±i). 


En  Mécanique  classique,  on  précise  le  signe  par  une  convention 
d'orientation  convenable  et  le  produit  vectoriel  se  trouve  ainsi 
complètement  assimilé  à  un  vecteur. 

Cas  particuliers  du  produit  i^ectoriel.  —  En  formant  le  pro- 
duit vectorieldu  vecteur  (Oi\I)  par  le  vecteur  équipolknt  à  la 
quantité  de  mouvement  du  point  M  mené  par  l'origine,  on  obtient 
le  tenseur  moment  cinétique  du  point  M  par  rapport  à  O,  ajant 
comme  composantes  contrevarianles 

En  additionnant  les  tenseurs  analogues  relatifs  à  plusieurs 
points  on  aura  le  moment  cinétique  du  système  formé  par  ces 
points. 

J?ar  un  procédé  tout  à  fait  semblable,  le  produit  vectoriel 
s'introduira  encore  comme  moment  d'une  force  {ou  d'un  sys- 
tème de  forces)  par  rapport  à  l'origine  avec  les  composantes 
contrevariantes 

(i6)  }A=Xix'^—X'^a:^. 

Equations  de  la  dynamique  du  corps  solide.  —  Avec  ces 
notations,  les  six  équations  de  la  dynamique  du  solide  indéfor- 
mable s'écrivent  sous  la  forme 


lit 

(•7) 


^^=^^' 
dt     ~         ' 
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X*  représentant  l'ensemble  des  forces  extérieures  appliquées  au 
corps  et  L'^  l'ensemble  de  leurs  moments  par  rapport  à  l'origine. 

Rotation  instantanée  cV un  corps  solide  autour  dUin  point 
fixe.  —  Nous  trouverons  dans  cette  question,  que  nous  traiterons 
comme  les  précédentes  en  axes  cartésiens  quelconques  (ayant  leur 
origine  au  point  fixe),  un  autre  exemple  intéressant  de  tenseur 
symétrique  gauche  du  deuxième  ordre. 

Si  nous  faisons  subir  au  corps  solide  une  rotation  infiniment 
petite  autour  du  point  fixe,  un  quelconque  de  ses  points  M,  de 
coordonnées  x\  vient  en  une  position  voisine  M',  de  coordonnées 
x^-\-^x^.  Si  l'on  connaissait  les  éléments  de  la  rotation,  le  problème 
se  ramènerait  à  un  changement  d'axes  et  les  coordonnées  de  M' 
s'exprimeraient  évidemment  par  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
iiènes  de  celles  de  M.  11  en  est  alors  de  même  des  accroissements  Zx'' 
qui  peuvent  s'écrire 


(l8)  ^xi=  £ 


.A' 


Or,  en  coordonnées  cartésiennes,  les  coordonnées  x''  du  point  M 
représentent  les  composantes  contrevariantes  du  vecteur  (OM)  et 
il  ressort  de  l'équation  ci-dessus  que  les  coefficients  t\,,  sont  les 
composantes  mixtes  d'un  tenseur  du  deuxième  ordre,  composantes 
qui  sont  naturellement  infiniment  petites. 

Mais  les  quantités  z\f,  ne  sont  pas  quelconques,  car  la  transfor- 
mation passant  de  M  à  M'  n'est,  pas  la  transformation  linéaire 
homogène  la  plus  générale.  11  faut  tenir  compte  du  fait  que 
OM  =  OM',  ce  qui  se  traduit  par  l'équation 

l{,qikxix^)  =  o, 
ou  encore,  les  gi^  étant  des  constantes, 

Il  est  évident  que  les  termes  du  second  groupe  répètent  ceux  du 
premier  et  cette  condition  peut  s'écrire  / 

ou  encore,  d'après  (  iB), 

.^,7,  £*.  a:'.r'  =  o. 
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OU  enfin 

tl.fX'^  JC"  =  o. 

Cette  forme  quadratique  doit  être  nulle  quel  que  soit  le  point  M, 
c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  des  x'",  cela  entraîne  évi- 
demment la  condition 

e^•.s•-^•  e.si=  0, 

c'est-à  dire  que  le  tenseur  infiniment  petit  e/^  doit  être  symétrique 
gauche. 

Inversement,  on  vérifie  de  suite  que  si  cette  condition  de 
symétrie  gauche  est  remplie,  non  seulement  la  distance  du  point  M 
à  l'origine,  mais  encore  la  distance  de  deux  points  quelconques  du 
corps  reste  invariable  pendant  la  transformation,  c'est-à-dire  que 
le  tenseur  eis  caractérise  sans  aucune  ambiguïté  la  rotation  infini- 
ment petite. 

En  divisant  les  composantes  de  ce  tenseur  par  la  durée  ot  de  la 
rotation  et  en  passant  à  la  limite,  on  définira  le  tenseur  rotation 
instantanée  du  solide  à  l'instante  par  ses  composantes  covanantes 

&)/.v  =  ] i m i te  -^  {uiis  =  -—  (.o^i). 

01  =  0      û^ 

La  vitesse  du  point  M  aura  alors  pour  composantes  contreva- 
riantes 

0,27' 

(19)  u' ==  limite -^r-  =  loV.-a?''^, 

et  pour  composantes  covariantes 

(19')  Ui=oja.x^ 

(formules  fondamentales  de  la  cinématique  du  corps  solide). 

En  Mécanique  classique,  on  se  sert  d'axes  rectangulaires  et  l'on 
assimile,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  le  tenseur  symétrique 
gauche  à  un  vecteur  en  posant 

l    ^32=  —  0)93  =  p, 
(■20)  '     tWl3  =  —  W?l=^i 


& j  2 1  —  —  ^  1 2  —  r  • 
Les  formules  (19')  prennent  alors  la  forme  classique  (en  écrivant 
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x^  y,  z  kla  place  de  x* ,  x-,  x^) 

ux=  gz  —  ry, 
zfg  =  rx  — pz^ 
uz  =  py  —  qx     (1). 

65.  Exemple  de  tenseur  symétrique  du  second  ordre.  —  Moments 
d'inertie.  —  Etant  donné  un  point  matériel  M,  de  masse  m,  nous 
appellerons  inertie  de  rotation  autour  de  Vorigine  le  tenseur 
symétrique  dont  les  composantes  contrevariantes  sont. 

mx'  x^. 

Pour  un  système  de  points  ce  même  tenseur  aura  pour  compo- 
santes contrevariantes 
(21)  P'-^  =  V  mar'a?^'. 

66.  Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 
Équations  d'Euler.  —  L'étude  du  problème  classique  du  mouve- 
ment d'un  corps  solide  pivotant  autour  d'un  point  fixe  va  nous 
fournir  une  excellente  application  des  méthodes  générales  du 
calcul  tensoriel. 

Nous  rapporterons  l'espace  à  un  système  d'axes  /fjcg5  rectilignes 
quelconques  ayant  leur  origine  au  point  fixe  et  nous  désignerons 

par  x''  les  coordonnées  correspondantes. 

Les  équations  du  mouvement  s'écrivent  immédiatement  dans  ce 
système  sous  la  forme 

àXik 


dt    -^'"^ 


avec 


"^-ik  =  V  m  (  ?</^/,  —  M^. Xi ) , 


(')  Les  forrnules  (19)  sont  valables  en  coordonnées  cartésiennes  obliques, 
dans  un  espace  à  un  nonnbre  quelconque  de  dimensions.  Il  est  alors  à  remarquer 
que  l'existence  d'un  axe  instantané  de  rotation  (lieu  des  points  du  solide  dont 
la  vitesse  est  nulle  à  l'instant  t)  est  liée  à  la  résolubilité  du  système  d'équa- 
tions linéaires  homogènes 

O)  -j^.  X^  — .  o. 

Pour  /i  =  3,  le  déterminant  du  système  est  nul  et  il  y  a  des  points  à  vitesse 
nulle,  en  dehors  de  l'origine.  Il  n'en  serait  plus  de  même  en  général  (pour  n  —  l\ 
par  exemple). 
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Mais,  d'autre  part,  le  corps  solide  pivotant  autour  du  point  fixe  O 
sera  animé  à  chaque  instant  d'une  rotation  instantanée,  caractérisée 
par  un  tenseur  symétrique  gauche  (di^  fonction  du  temps  et  l'on 
aura 

L'expression  de  Ai>  deviendra  alors 

X//,  =  V  m  ( tu/,. x>' xk  —  w/,,. a?'" Xi)  ^ 

ou  encore 

X//t  =  w/,. I^ —  ^kA'i . 

Mais  les  composantes  mixtes  l'/.  du  tenseur  d'inertie  sont  des 
fonctions  inconnues  du  temps  puisque  le  solide  se  déplace  par 
rapport  aux  axes  lixes.  Pour  éviter  les  difficultés  qui  en  résultent, 
nous  introduirons  de  nouveaux  axes  de  coordonnées  liés  au  corps, 
nous  représenterons  par  x^  les  coordonnées  correspondantes  et 
nous  transcrirons  les  équations  du  mouvement  dans  ce  nouveau 
système. 

Il  se  présente  ici  une  difficulté  intéressante.  Les  équations  du 
mouvement  n'ont  en  effet  la  forme  tensorielle  que  pour  des  chan- 
gements de  variables  linéaires  à  coefficients  indépendants  du 
temps;  en  effet,  l'équation 

Aif,=  rr'-X).lrs 

montre  de  suite  que  — ^  ne  se  transforme  comme  un  système 
covariant  que  dans  les  conditions  que  nous  venons  de  mentionner. 
Or  ici  précisément  nous  voulons  passer  d'un  système  fixe  à  un 
système  mobile,  c'est-à-dire  envisager  des  substitutions  à  coeffi- 
cients fonctions  du  temps. 

Mais  cette  difficulté  ne  se  serait  pas  présentée  pour  un  invariant, 
car  alors,  dans  le  passage  d'un  système  de  coordonnées  à  un 
autre,  il  ne  s'introduit  aucun  facteur  x'- .  Cette  remarque  nous 
indique  la  marche  à  suivre.  Nous  ferons  choix  de  deux  vecteurs 
arbitraires,  liés  aux  axes  fixes  y  de  composantes  contre  variantes 
ç'  et  r/  et  les  équations  du  mouvement  se  Condenseront  dans  la 
suivante 


^'>/- 


=  o, 
qui  devia  Otre  vérifiée  quels  que  soient  les  vecteurs  ^^  et  r\K 
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Or  cette  équation  s'écrit  aussi  l)ien,  puisque  les  vecteurs  arbi- 


traires sont  (ixes. 


^(?'^^x,,;-!';i^L,,=  is 


et,   en  vertu  de  la  remarque    faite    plus    haut,    elle    se    transpose 

immédiatement  dans  le  système  mobile  sous  la  forme 

%/ 

Naturellement,  les  composantes  c^  et  'f\^  par  rapport  aux  axes 
mobiles  sont  des  fonctions  du  temps  et,  en  développant,  nous 
aurons 

Or,  -— ,  par  exemple,  représente   la   vitesse   de   Textrémilé  du 

veclenr  ç'  lié  aux  axes  fixes;  le  mouvement  de  ces  derniers  par 
rapport  aux  axes  mobiles  est  caractérisé  à  chaque  instant  par  le 
tenseur  rotation  instantanée  —  to/x  et  l'on  a  donc,  d'après  la 
fin-mule   (u))   du   n^  (Si, 


d^'^ 

^=-.. .:,.?'• 


et  de  même 


^=-^w. 


L'é(piation  du  mouvement  devient  alors 

ou  encore,  en  changeant  le  nom  de  quelques  indices  muets. 

Cette  équation  unique  est  alors  équivalente  au  système  d'équa- 
tions 
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Il  suffît  de  donner  aux  indices  i  et  k  des  valeurs  différentes,  en 
se  limitant  à  /  <^  /r,  car  le  premier  membre  ne  fait  que  changer  de 
signe  si  l'on  y  permute  i  et  k.  On  obtient  ainsi  les  trois  équations 
du  mouvement  du  corps  solide. 

On  peut  transformer  un  peu  ces  équations  en  j  remplaçant 
Xif;  par  sa  valeur  explicite 

lu,—  ^ùi,^'|.—  <Jikr^^ 
\c\  les  composantes  du  tenseur  d'inertie  sont  des  constantes  et 
l'on  obtient 

Or  les  deux  termes 

—  a>„- wj*/.  I a      et      -+-  LOkr  w  V p 

s'écrivent  encore 

—  w/,.ti)aA-l         et     -f- a>/,,.wp/l  ^y 

et  par  suite  se  détruisent  en  vertu    des   propriétés    de    symétrie 
droite  ou  gauclu^  des  deux  tenseurs  lùu^  et  1'^. 
jNous  poserons  encore 

iv,l;=:  r.)a/w'*/f=  ,A"^''a»a/œs/c        {^'rk  esl  un  tenseur  symétrique), 
et  nos  équations  prendront  la  forme 

On  a  ainsi  un  système  de  trois  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  qui  permettront  de  calculer  en  fonction  du  temps  et 
des  données  initiales  les  trois  composantes  distinctes  non  nulles 
du  tenseur  rotation  instantanée.  Les  dérivées  des  fonctions 
inconnues  y  entrent  de  façon  linéaire  et  les  fonctions  elles-mêmes 
sous  forme  quadratique  (par  le  tenseur  (t,/,). 

A  titre  d'exercice,  transcrivons-les  en  axes  rectangulaires^ 
nous  allons  retrouver  les  classiques  équations  d'Euler.  Nous  choi- 
sirons comme  axes  liés  au  (îorps  les  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  au  point  O. 
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On  aura  alors 

O        si        i  t;6.  /k, 


'!, 


V  m(^^')2     si     i  =  /r, 
Nous  poserons  d'après  les  notations  usuelles 

d'autre  part,  nous  avons 

IU30  = Wî3=  /?, 

"13  =  —  W31  =  ^, 

€t  nous  poserons  de  même 

L32  =  —  Lt3  =  L, 

L,3  =  — L8i=M, 

Prenons  par  exemple  l'équation  correspondant  à  /  =  3,   /r  =  2, 
elle  s'écrira 

Il  reste  à  caluler  (^32  ;  or  on  a 

«'32  =  ^**  was  W.ÇÎ  =  ^  <"a3  tDai, 
a 

la  seule  valeur  de  a  donnant  des  termes  non  nuls  est  évidemment 

a=  I  et  par  suite 

W32  =  W4  3ioi2  =  —  qr. 

D'où  enfin  l'équation 

A^+(C-B)^r  =  L, 

qui  est  bien  conforme  au  résultat  que  nous  avions  fait  prévoir. 
67.   Déformation  d'un  milieu  continu.   —  Nous  allons  reprendre 
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rapidement  avec  les  notations  tensorielles  cette  question  déjà 
traitée  dans  un  tome  précédent  (t.  111,  Ghap.  XXXll). 

Soient  X''  les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  par 
rapport  à  des  axes  fixes  d'un  point  P  quelconque  du  milieu  à  l'état 
initial;  supposons  que  le  milieu  se  déforme  d'une  façon  continue; 
après  la  déformation  le  point  P  occupera  une  nouvelle  position  P, 

de  coordonnées  x^-{-  i'.  Les  composantes  Ç^  du  déplacement  (PP|) 
sont  en  général  des  fonctions  des  x''  que  nous  supposerons 
continues  et  dérivables. 

Nous  allons  maintenant  étudier  comment  la  déformation  modifie 
une  portion  très  petite  du  milieu  entourant  le  point  P.  Considérons 
donc  un  point  P'  de  l'état  initial  très  voisin  de  P  et  de  coordonnées 
j^'-f-  dx^\  après  la  déformation,  ce  point  viendra  en  une  position  P^' 
dont  les  coordonnées  pourront  s'écrire 

— .        — .      -.       dï''    — 
x^  H-  dx^  -4-  Ç*  H — =-  dx'\ 

dx' 

en  développant  par  la  foi  mule  de  Tajlor  les  fonctions  ^'  au  point  P' 
et  en  se  bornant  aux  deux  premiers  termes. 

Lé  déplacement  (P'P',)  peut  alors  se  décomposer  en  deux 
autres  : 

1^  Une  translation  de  composantes  |^,  affectant  de  la  même 
façon  tout  l'entourage  immédiat  du  point  P,  comme  s'il  s'agissait 
d'un  corps  solide  ; 

2"   Un  déplacement  supplémentaire  de  composantes 

— .        dï'-     - 
dx'' 

Pour  étudier  les  modifications  que  cette  dernière  déformation 

fait  subir  au  milieu,  cherchons  comment  se  modifie  la  distance  PP'. 

Nous  poserons 

ds  =  PP',        ^^1  =P,P',, 

et  nous  aufons  par  suite 

(ds)^=  {dx^y  ^  { dx^y  -\-  {dx^y^ 

{ds,Y==(dx^-^^dxr\^(dx''-\-'^dx'-\     -^{d'i-^-^^d~X>\    ' 

\  ôx'-       j        V  d.rr        )       \  ûx'-       ; 
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Nous  ferons  de  plus  X ky pothèse  supplémentaire  que  la  défor- 
jnaliofi  est  in fininient  petite^  c" est-à-dire  de  façon  précise  que 
tes  fonctions  ^^  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  premières 
sont  des  quantités  très  petites  dont  on  peut  négliger  les  carrés 
et  les  produits. 

Nous  pourrons  alors  écrire,  par  soustraction  des  deux  égalités 
précédentes, 

(24)  {dsiY—idsy^i\\rs  cfx'-  dx", 

en  posant 


■^  [  dx^        dx''  J 


('). 


Les  quantités  R,.,  se  comportent  comme  les  composantes  cova- 
riantcs  d'un  tenseur  du  second  ordre  symétrique^  relativement  à 
toute  substitution  linéaire  sur  les  variables. 

Posons  de  même 

(af.)  s„=ir!f  --€]; 

2  L  dx'        dx''\ 

ces  quantités  se  comporteront  dans  les  mêmes  conditions  comme 
les  composantes  covariantes  d'un  tenseur  du  second  ordre  symé- 
trique gauche  et  le  déplacement  U/  pourra  s'écrire  sous  la 
forme 

U/=  Hi/.dx'  -h  Sfr  ctx' , 

et  par  suite  se  décomposer  encore  en  deux  parties 

(27)  V/=H,>c^J'-, 

(28)  W,=  S„.rf'ï'-. 

Le  déplacement  W^  correspond,  comme  nous  l'avons  vu  plus 
haut  au  n**  64,  à  une  rotation  infiniment  petite  affectant  aussi 
l'ensemble  du  voisinage  du  point  P  à  la  façon  d'un  corps  solide. 

Pour  étudier  la  déformation  caractérisée  par  le  déplacement  \i 


(')  La  place  des  indices  est  sans  imporlance,  puisque  nous  sommes  en  coor- 
données cartésiennes  rectangulaires;  nous  en  profitons  pour  la  déterminer  de 
telle  sorte  que  l'équation  (2 '4)  présente  le  caractère  tensoriel  formel  d'uii 
invariant. 
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nous  remarquerons  que  la  forme  quadratique 

R,>  dx^  dx'' 

peut,  au  moyen  d'une  substitution  orthogonale  sur  les  variables, 
être  débarrassée  de  ses  termes  rectangles;  c'est-à-dire  que  nous 

considérerons  un  nouveau  système  cartésien  rectangulaire  x^  dans 

lequel  on  aura  R„,=  o  si  iy^r,  et  le  déplacement  V^  aura  alors 
dans  ce  système  les  trois  composantes 

Si  nous  transportons  l'origine  de  ce  dernier  système  d'axes  au 

point   P,    les   différentielles  dx^  deviendront  les  coordonnées  du 

point  P'  et  nous  voyons  que  la  déformation  \ i  se  compose  de  trois 
dilatations  orthogonales  dans  la  direction  des  nouveaux  axes. 
On  appelle  une  telle  déformation  une  déformation  pure  et  le 
trièdre  trirectangle  que  nous  venons  d'attacher  au  point  P  est  le 
trièdre  principal  de  la  déformation  en  P.  En  particulier,  si  l'on 
applique  la  déformation  pure  à  une  sphère  très  petite  de  centre  P, 
de  rayon  /  et  de  volume  (^,  elle  se  transforme  en  un  petit  ellipsoïde 
dont  les  demi-axes  ont  pour  longueurs 

(i4-fn)/,  (1  +  ^22)/,  (i  +  fas)^. 

Cette  quadrique  caractérise  la  déformation  pure.  Son  volume  ('« 
est  en  général  différent  de  \>  et  le  coefficient  de  dilatation  en  P 
aura  pour  valeur 

0=  ^^^-^  =  (i  +  ÏÏn)(n-ÏÏ2,)(i-4-f33)-i, 

ou  encore,  en  s'en  tenant  à  l'approximation  exigée  jusqu'à  présent, 

e=ÏÏn-+-ÏÏ22-^ï^33. 
Dans  le  système  des  coordonnées  primitives,  l'invariant  9  aura 
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pour  valeur 

(30)  e=Rii+R22 -4-133        (*), 


OU  encore 

:3o') 


d^i        dx^        dx^ 


En  appelant  p  et  p|  les  valeurs  de  la  densité  au  point  P  avant  et 
après  la  déformation,  la  condition  d'égalité  des  masses  de  la  sphère 
et  de  l'ellipsoïde  (équation  de  continuité)  s'écrira 


pt  \dx'^        dx"^        ôx^ 

En  résumé,  la  déformation  infiniment  petite  la  plus  générale 
fait  subir  à  une  portion  de  matière  du  voisinage  immédiat  de  P  : 

î**  Une  translation  d^ ensemble  caractérisée  par  le  vecteur  5'; 
2°  Une  rotation  d^ ensemble  caractérisée  par  le  tenseur  symé- 

tricjue  gaucïte  S,,.; 

3°  Une  déformation  pure  caractérisée  par  le  tenseur  symé- 
trique R,,.. 

Form,ules  de  la  déformation  infiniment  petite  en  coordonnées 
curvilignes  générales.  —  Il  nous  est  possible  ici  d'écrire  les  for- 
mules de  la  déformation  en  rapportant  le  milieu  à  un  système  fixe 
de  coordonnées  x^  curvilignes  quelconques.  Il  nous  suffira  pour 
cela  de  leur  donner  un  caractère  tensoriel  général  et  cela  en  pla- 
çant convenablement  les  indices  (ce  qui  a  déjà  été  fait)  et  en  rem- 

(^)  On  sait  en  efret,  d'après  l'étude  élémentaire  de  la  réduction  des  quadriques 
en  axes  rectangulaires,  que  la  somme  des  coefficients  des  termes  carrés  est  un  inva- 
riant. Cette  propriété  est  du  reste  évidente  avec  nos  méthodes,  car  l'invariant  9 
peut  s'écrire  sous  forme  tensorielle 

il  deviendra  dans  le  premier  système 

et  comme  celui-ci  est  égaleineni  rectangulaire,  cette  dernière  expression  se  réduit 
aussi  à 

e  =  R„+R,,  4-R3.V 
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plaçant  le  symbole  de  dérivation  partielle  par  celui  de  la  dériva- 
tion covariante. 

On  obtiendra  ainsi  le  groupe  des  formules  ci-dessous  : 

/  U '■  =  (  A,.  ^'  )  dx^  =  V^'  -h  W*, 

{ds\y'—{dsy  =  2 R,..ç  dx'- dx% 


R,,=  -[A,^,+  A,.^,], 


(32) 


S„=i[..^.-A,..]  =  i[ê-||] 


V/=  \\,rdx'\ 

Wi^Sfrdjcr^ 

pi 


68.    Efforts    à    l'intérieur    d'un    milieu    continu    (voir  t.    III, 
Chap.  XXX).  —  Traçons  dans  le  milieu  continu  une  surface  fermée 
quelconque  S,  isolant  une  certaine  portion  de  matière  de  volume  V. 
Le  milieu  total  se  trouve  ainsi  partagé  en  une  partie  (1)  intérieure 
à  la  surface  et  en  une  partie  (II)  extérieure. 

Sur  chacun  des  éléments  de  volume  (h  de  (I)  agissent  des  forcies 
extérieures,  proportionnelles  à  la  masse  de  l'élément,  que  nous 
représentons  par  (F)pâ?T,  p  désignant  la  masse  spécifique 
de  l'élément  c/t. 

Supposons  maintenant  que  nous  supprimions  la  portion  de 
matière  occupant  la  région  (H);  l'équilibre  se  trouve  en  général 
rompu,  nous  admettrons  que,  pour  le  rétablir,  il  suffise  d'appliquer 
sur  chaque  élément  de  la  surface  S  une  force  convenablement  choisie 
proportionnelle  à  l'aire  d(7  do  cet  élément  et  destinée  à  remplacer 
l'action  du  milieu  supprimé.  Nous  appellerons  cette  force  Veffort 
élémentaiie  s' exerçant  sur  Vêlement  superficiel  e\.  nous  la  repré- 
senterons par  la  notation  (T)  dir. 

De  façon  plus  précise,  nous  appellerons  normale  positive  à 
l'élément  d'i  celle  des  deux  demi-droites  portées  par  la  normale  qui 
est  dirigée  vers  la  région  (I);  l'élément  dn  aura  ainsi  une  face 
positive  et  une  face  négative,  la  face  positive  étant  du  côté  de  la 
normale  positive.  Le  vecteur  (T)  dy  sera  dit  Veffort  élémentaire 
s^  exerçant  sur  la  face  négative  de  Célémenl  di. 


(T....): 

Tu 

T„ 

Tu, 

(T.,.): 

T2, 

T,2 

T,3, 

(T^O: 

T3, 

T32 

T3:,. 
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En  modifiant  la  surface  S,  nous  pourrons  ainsi  définir  un  vecteur 
eflfort  en  tout  point  du  milieu  et  pour  toute  orientation  de 
l'élément  ('). 

Ceci  posé,  rapportons  le  milieu  à  un  système  de  coordonnées 
cailésiennes  rectano^ulaires x^  et  considérons  un  de  ses  points  P. 
En  P  plaçons  successivement  un  élément  de  surface  d<7  de  telle 
sorte  que  sa  normale  positive  soit  orientée  suivant  les  axes  de 
coordonnées,  nous  appellerons 

(T.,.)f/c7,  (T.,0t/7,  (T,r^)d<s 

les  efforts  sur  la  face  négative  correspondant  à  ces  trois  positions. 
Les  vecteurs  (IV)  auront  alors  des  composantes  que  nous  repré- 
senterons par  le  tableau  suivant  : 


(33) 


Il  est  facile,  à  l'aide  de  ce  tableau,  d'évaluer  les  composantes  de 
l'efTort  sur  la  face  négative  de  l'élément  cf<T  orienté  de  façon 
quelconque;  il  suffît  pour  cela  d'écrire  les  conditions  d'équilibre 
d'un  petit  tétraèdre  ayant  une  face  portée  par  l'élément  et  les  trois 
autres  parallèles  aux  plans  de  coordonnées.  On  trouve  de  suite 
{voir  Ghap.  XXX,  n*  614)  pour  les  composantes  de  cet  effort  les 
valeurs 

(34)  â^T/A.</a, 

a',  a-,  a*  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  positive  à 
l'élément  considéré. 

Montrons  maintenant  que  les  neuf  quantités  T/;t  sont  les  compo- 
santes d'un  tenseur  du  second  ordre. 

Pour  cela,  considérons  au  point  P  deux  vecteurs  arbitraires  $*etT|', 
de  longueurs  /  et  /',  et  considérons  un  élément  de  ;jurface  c/cr  ayant 

pour  normale  positive  la  direction  du  vecteur  ;'.  Les  composantes 


(  '  )  Il  peut  se  faire  que  la  région  (  l  )  soil  en  contact  partiel  ou  total  avec  d'autres 
corps  que  le  milieu  occupant  la  région  (II);  la  définition  donnée  pour  rdlort 
superlici<'l  subsiste  encore,  mais  alors  Ir^  forces  correspondantes  sont  à  classer 
daiis  la  c»lé}i;orie  dos  forces  c\l*ériciufs. 

APPBLI,.    —    V. 
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de  l'effort  s'exerçanL  sur  la  face  négative  de  cet  élément  sont  alors 

"ci  — 

et  le  produit  intérieur 


II' 


d<s 


représentera  la  projection  de  cet  effort  sur  la  direction  du  vecteur  y/. 
Cette  projection  ayant  une    signification  physique  indépendante 

de  tout  système  de  coordonnées,  il  s'ensuit  que  l'expression  ç'ri*T/A 

est  un  invariant  et  que  les  quantités  'ïnc  sont  bien  les  composantes 
d'un  tenseur  du  second  ordre. 

69.  Équations  de  l'équilibre  élastique.  —  Nous  obtiendrons  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  d'équilibre  du  milieu  en  écrivant 
queles  six  conditions  d'équilibre  delà  portion (1),  regardée  comme 
solidifiée,  sont  satisfaites  et  cela  quelle  que  soit  la  surface  S  qui 
a  servi  à  Cisoler. 

Nous  représenterons  alors  par  o^kd'z  les  composantes  des  forces 
de  volume  (F)pc^T  et  ces  conditions  d'équilibre  s'écriront 

I    j    I  p[xj\/,— x/cXi]  dz -^  I     /  a*[a:/T/A— ^aT//]  c^a  =  o. 

En  transformant  les  premières  par  la  formule  de  Green,  on  peut 
encore  les  écrire 


///,[''-%■"■ 


et  comme  elles  doivent  être  vérifiées  quel  que  soit  le  volume  V,  on 
devra  avoir 

(la  place  de  l'indice  i  est  sans  importance). 

En  transformant  de  même  les  deuxièmes  conditions  d'équilibre 
(équations  des  moments  cinétiques)  on  en  déduit  sans  peine  que 

le  tenseur  T,/:  doit  être  symétrique. 

INous  voyons  donc  en  détinilivi^  que  les  ellorls,  qui  primitivement 
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intervenaient  comme  des  forces  de  surface,  sont  équivalents  à  des 

forces  par  unité  de  volume  de  composantes  -^» 

En  résumé,  les  équations  de  l'équilibre  élastique  prennent  la  forme 
simple  ci-dessous 

(35)  \    P,  =  -'^^ 

Nous  ne  poursuivrons  pas  plus  loin  cette  étude  ;  pour  la  continuer 
et  déterminer  les  six  composantes  du  tenseur  symétrique  T//c,  il 
faudrait  faire  appel  à  des  conditions  provenant  d'hjpothèses 
physiques  (fluides  parfaits,  incompressibles,  etc.),  ou  bien 
approfondir  la  façon  dont  les  efforts  sont  liés  à  la  déformation  du 

milieu. 

Equations  de  V équilibre  élastique  en  coordonnées  générales. 
—  Par  l'application  du  procédé  qui  nous  a  déjà  servi  pour  l'étude 
de  la  déformation,  nous  obtiendrons  pour  exprimer  l'équilibre  du 
milieu  dans  un  système  de  coordonnées  curvilignes  quelconques 
x^  les  équations 

(35')  {  /?/,-- A,  n, 

T/A:  =  Ta/. 


(')  En   ajoutant    les   forces  d'inertie   on   trouverait   de   même  les  équations   du 
mouvement  du  milieu. 


I 


CHAPITRE  IV. 

ESPACES  EUCLIDIENS  A  n  DIME^^SIONS. 


70.  Introduction.  —  Nous  nous  proposons,  dans  ce  Chapitre  et 
le  suivant,  de  faire  l'étude  des  espaces  à  //  dimensions,  c'est-à-dire 
des  multiplicités  auxquelles  on  a  adjoint  une  forme  quadratique 
fondamentale  gikdx^  dx''  définissant  la  <^f5^«/ice  entre  deux  points 
voisins  ('  ).  Systématiquement  nous  introduirons  le  langage  gét)- 
métrique  en  prenant  pour  guide  le  cas  familier  de  la  géométrie 
euclidienne  à  trois  dimensions. 

Cette  généralisation  ne  reste  pas  dans  le  cadre  de  la  pure 
spéculation  mathématique,  elle  est  susceptible  d'applications 
directes  ;  c'est  ainsi  que  l'étude  du  mouvement  d'un  système  matériel 
à  p  paramètres  peut  se  ramener  utilement  à  celle  d'un  espace  à 
p  dimensions.  La  théorie  cinétique  des  gaz  conduit  même  à  l'étude 
de  multiplicités  à  un  très  grand  nombre  de  dimensions,  aux  pro- 
priétés bizarres  (-).  Enfin  les  théories  de  la  relativité  ont  donné 
récemment  une  signification  physique  précise  au  cas  /i  ==  4* 

Nous  commencerons  par  une  étude  des  Gspsices  euclidiens,,  dont 
nous  indiquerons  sommairement  les  propriétés  essentielles,  car  il 


(')  Mous  ne  discuterons  pas  ici  le  choix  inu'  nous  faisons  pour  lepiéscnlcr  la 
distance  d'une  forme  quadratique  homogène  de  dillérentielies.  On  pourra  consulter 
à  ce  sujet,  indépendamment  du  Mémoire  fondamental  de  Riemann  :  Ueber  die 
Hypothesen,  welc/te  der  Géométrie  zugrunde  liegen  {(Cuivres  de  liieinann, 
trad.  Laugel,  Gauthier-Villars)  et  de  l'Ouvrage  de  tl.  Weyl,  Temps,  Espace, 
Matière,  les  articles  suivants  : 

H.  Weyl,  Die  Kinzigartigkeit  der  Pythagoreischen  Massbestimm  an  g  [Matlie- 
nyiliscke  Zeitschrift^  Bd  12,   iç)^^). 

E.  Gahtan,  Sur  un  théorème  fondamental  de  M.  //.  Weyl  {Journaf  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  1923,   p.  167). 

(')  Cf.  E.  BoREL,  Introduction  géométrique  à  quelques  théoiies  physi(fues 
(  Clauthior-Villars). 
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ne    s'agit  ici   que  d'une  généralisation   pres({ue  immédiate    de  la 
«géométrie  analytique  élémentaire. 

Un  espace  sera  dit  euclidien  s'il  est  possible,  par  un  changement 
de  variables  convenablement  choisi,  de  ramener  les  coefficients  ^^i 
de  la  forme  quadratique  fondamentale  à  être  des  constantes. 
Nous  allons  d'abord  supposer  que  cette  condition  a  été 
préalablement  réalisée. 

I  -  ÉTUDE  DUN  ESPACE  EUCLIDIEN  DANS  LE  CAS  OU  LES 
COEFFICIENTS  DE  LA  FORME  QUADRATIQUE  FONDAMENTALE 
SONT  DES  CONSTANTES. 

7 1 .  Espaces  purement  euclidiens  et  pseudo-euclidiens.  —  Si  les 
coefficients  ^/^  sont  des  constantes,  les  seuls  changements  de 
variables  que  nous  pourrons  envisager  seront  des  substitutions 
linéaires  à  coeflicients  constants 

Les  coeflicients  a^  ne  sont  autres  du  reste  que  les  dérivées 
partielles  x).    précédemment    introduites,    et   naturellement   leur 

déterminant  devra  être  différent  de  zéro. 

Si  nous  décomposons  la  forme  quadratique  en  carrés,  par  un 
changement  de  variables  approprié  nous  pourrons  la  ramener  à  la 
forme 


Z' 


Nous  savons  d'une  part  que  le  nombre  total  des  carrés  est  égal 
au  nombre  ii  des  variables  et  d'autre  part  que  le  nombre  des  e,  de 
chaque  signe  est  indépendant  du  procédé  de  décomposition.  Deux 
cas  sont  donc  à  distinguer  : 

i"  i^es  ir  sont  lous  de  même  signe,  la  forme  quadratique  est  alors 
délinie;  ce  cas  est  une  extension  directe  de  la  géométrie  classique 
et  nous  dirons  que  l'espace  est  alors  purement  euclidien  ; 

•1^  Les  e,  sont  de  signes  diff^érents,  la  forme  quadratique  estindé- 
tinie  et  l'espace  sera  dit  pseudo-euclidien  ou  encore  hyperbolique; 
ce  dernier  cas  est  particulièrement  important,  car  c'est  lui  qui 
se  présentera  dans  l'étude  de  la  relativité. 
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Celte  distinction  est  du  reste  inutile  si  on  laisse  de  côté  la  réalité 
des  éléments,  étudiés,  elle  est  au  contraire  fondamentale  si  l'on  en 
tient  compte  et  elle  difFérencie  profondément  les  deux  cas  (  '  ). 

Nous  étudierons  pour  le  moment  les  propriétés  communes  à  ces 
deux  sortes  d'espaces  et  nous  tirerons  seulement  des  conséquences 
du  fait  que  les  gik  sont  des  constantes  sans  faire  intervenir  la  forme 
réduite  résultant  de  la  décomposition  en  carrés  (^). 

72.  Variétés  de  l'espace  euclidien.  Variétés  linéaires.  —  Sup- 
posons que  les  coordonnées  x^  d'un  point  P  de  l'espace  soient  des 
fonctions  de  p  paramètres  distincts  et  irréductibles  (  ^). 

Lorsque  nous  faisons  varier  de  toutes  les  façons  possibles  ces 
p  paramètres,  nous  obtenons  un  ensemble  de  points  faisant  partie 
de  la  multiplicité  donnée  et  qui  sera  dit  constituer  une  variété  à 
p  dimensions. 

Si  en  particulier  les  relations  en  question  expriment  les  .r^  en 
fonctions  linéaires  des  paramètres,  nous  obtiendrons  des  variétés 
dites  linéaires.  Il  est  évident  que  cette  dernière  définition  se 
conserve  si  l'on  effectue  sur  les  x'-  un  changement  de  variables 
également  linéaire. 

Si  dans  la  forme  quadratique  fondamentale  nous  remplaçons  les  x^ 
par  leurs  valeurs  en  fonction  des  paramètres,  nous  obtenons  une 
nouvelle  expression,  dite  forme  quadratique  fondamentale 
relative  à  la  variété.  En  particulier,  si  la  variété  est  linéaire,  la 
forme  relative  sera  évidemment  aussi  à  coefficients  constants,  si 
bien  que  de  telles  variétés  peuvent  être  considérées  comme  des 
sous-espaces  euclidiens,  inclus  dans  l'espace  donné  et  à  un  nombre 
de  dimensions  plus  faible. 

Les  plus  simples  des  variétés  linéaires  sont  celles  à  une  dimension, 


(*)  Soir  en  particulier  pour  une  étude  de  la  géométrie  hyperbolique,  E.  Borel, 
loc.  cit. 

(')  Remarquons  seulement,  pour  prévenir  des  erreurs  possibles,  que  si  l'on  opère 
avec  la  formule  réduite  on  a  gi^  =  o  si  i  7^  /:  et  gij^  =  s^  si  i  =  k  =  r;  les  compo- 
santes de  type  différent  d'un  tenseur  ne  sont  alors  identiques  que  pour  le  cas 
purement  euclidien.  Pour  Se  cas  pseudo-euclidien,  certaines  composantes  contre- 
variantes  peuvent  différer  par  le  signe  des  composantes  covariantes  correspondantes. 

( ' )  C'est-à-dire  tels  qu'on  ne  puisse  pas,  par  un  changement  de  variables  effectué 
sur  eux,  diminuer  leur  nombre.  On  appelle  de  tels  paramétres  des  paramètres 
essentiels;  leur  nombre  est  évidemment  au  plus  égal  à  n. 
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caractérist'es  par  des  équations  du  tjpe 

X'  ■=  a^  t  -^  ^\ 

OÙ  t  varie  de  —  oo  à  +  oo.  Nous  leur  donnerons  encore  le  nom  de 
droites.  Elles  jouissent  de  la  propriété  importante  de  pouvoir  être 
ordonnées,  c'est-à-dire  qu'étant  donnés  trois  points  de  l'une  d'elles, 
on  peut  définir,  d'une  façon  indépendante  du  choix  des  variables 
et  du  choix  du  paramètre,  celui  des  points  qui  est  entre  les  deux 
autres;  on  peut  aussi  par  suite  définir  un  sens  sur  la  droite. 

Une  droite  est  entièrement  déterminée  par  la  donnée  de  deux  de 
ses  points  non  confondus.  Soient  en  effet  deux  points  A  et  B,  de 
coordonnées  respectives  a''  et  b\  les  équiations 

x'^  —  ib'' —  a'')  t  -\-  a^ 

représentent  une  variété  linéaire  qui  les  contient  évidemment. 

Parmi  les  variétés  linéaires,  considérons  encore  celles  k  n  —  i 
dimensions;  en  éliminant  les  paramètres  entre  les  équations  qui  la 
définissent,  une  variété  de  ce  type  pourra  encore  être  caractérisée 
par  une  relation  linéaire  à  coefficients  constants  entre  les  coor- 
données x^\  nous  lui  donnerons  encore  le  nom  àQ  plan  ('). 

73.  Vecteurs.  —  Reprenons  les  formules  de  définition  de  la 
droite  déterminée  par  deux  points  A  et  B 

si  nous  j  faisons  varier  £  de  oà  i,  nous  obtenons  seulement  un 
segment  de  la  droite,  parcouru  dans  un  sens  déterminé:  ce  sera 
par  définition  le  vecteur  (AB). 

Un  vecteur  sera  évidemment  entièrement  déterminé  par  la  don- 
née des  coordonnées  a'  de  son  origine  et  par  ses  composantes 
^i  r=  b'' —  a\  Dans  un  changement  de  variables,  les  composantes 
Ç^  se  transforment  par  contrevariance  et  nous  pourrons  les  regar- 
der comme  les  composantes  contrevariantes  d'un  tenseur  du  pre- 

(*)  ISous  nous  servirons  peu  des  variétés  linéaires  intermédiaires.  Dans  le  cas 
de  l'espace  à  quatre  dimensions,  où  il  n'y  a  que  trois  types  de  variétés  linéaires» 
on  emploie  fréquemment  les  noms  de  droite,  plan,  hyperplan  suivant  qu'elles 
sont  à  I,  2  ou  3  dimensions.  Ici,  nous  ne  précisons  pas  la  valeur  de  n  et  nous 
préférons  garder  les  mots  droite  et  plan  pour  les  variétés  extrêmes. 
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mier  ordre  allaclié  au  point  \.  Le  vecteur  aura  par  suite  aussi  des 
composantes  covariantes,  définies  par  les  règles  d'ahaissenienl  de 
l'indice. 

Propriétés  générales  des  vecteurs.  — Les  vecteurs  ainsi  définis 
jouissent  évidemment  de  toutes  les  propriétés  des  vecteurs  de  la 
j^éométrie  ordinaire.  Rappelons-les  rapidement. 

Etant  donné  un  vecteur  (Ç),  si  Ton  multiplie  ses  composantes 
par  un  même  nombre  X,  on  obtient  un  nouveau  vecteur  X(Ç),  de 
même  origine  et  porté  par  la  même  droite. 

Étant  donnés  deux  vecteurs  (^)  et  (/i)  de  mêuic  origine  A,  en 
additionnant  leurs  composantes  de  même  l'ang,  on  obtient  \n\ 
nouveau  vecteur  dit  la  somme  des  deux  premiers.  Celte  opération, 
susceptible  de  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  de  vecteurs,  est 
commutalive  et  associative. 

Si  l'on  multiplie  deux  vecteurs  (^)  et  (yj)  de  même  origine  par 
un  même  nombre,  leur  somme  est  multipliée  par  ce  nombre. 

Naturellement  les  opérations  de  multiplication  intérieure  ou 
extérieure,  définies  au  Chapitre  II  sur  les  tenseurs  du  premier 
ordre,  s'appliquent  aussi  ici  sans  modification. 

74.  Long-ueur  d'un  vecteur.  —  Reprenons  le  vecteur  {  ;),  de  <  oni- 
posantes  ^'  el  d'origine  A,  un  point  quelconque  P  situé  sur  lui  aura 
des  coordonnées  de  la  forme 

T'  =  ^*'/  -h  rt'  (  O  <  /  <  I   I. 

Si  l'on  donne  à  t  un  petit  accroissement  positif  dt.  le  point  I* 
vient  en  P'  de  coordonnées 

ar*-h  dx'^=   ^H  t  ->r-  (II)  -r-  rt', 


et  la  distance  PP'  est  par  définition  égale  à  ygik  ç  '^'^  dt. 
Nous  appellerons  longueur  du  vecteur  l'intégrale 

-,1 

(n  /  =  /    V'a'/a>Ç^-  di  -  s/JFn^'^, 

Si  l'on  représente  par  F  (^dx)  la  forme  quadratique  fondamentale, 
la  longueur  est  donnée  par  la  formule 

d')  /-i—  K(  C)     I  1  ). 

(')  Dans  le  cas  pseudo-euclidien,  la  forme  quadratique  n'étant  pas  définie,    a 
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75  Translation. —Si,  à  un  point  A  quelconque  de  l'espace,  nous 
attachons  un  vecteur  (^)  ayant  ce  point  comme  origine  et  dont  les 

(•oinposaiites  ^'  soient  indépendantes  des  coordonnées  de  A,  nous 
dirons  encore  que  le  point  B,  extrémité  de  ce  vecteur,  est  déduit 
du  point  A  par  une  translation  caractérisée  par  le  vecteur  (^). 

76.  Angle  de  deux  vecteurs. —  INous  appellerons  par  définition 
cosinus  de  l'angle  de  deux  vecteurs  (Ç)  et  (ri),  de  longueurs  t  et  /', 
un  nombre  relatif  tel  que  le  produit  scalaire  des  deux  vecteurs 
soit  égal  à  /  /'  cos  V. 

On  aura  donc 

On  traitera  cette  quantité  comme  s'il  s'agissait  d'un  cosinus  ordi- 
naire et  Ton  définira  par  exemple  s'il  en  est  besoin  le  sinus  de  l'angle 
par  la  formule 

F(0F(t)^-[F(ç|7i)1-^ 


(3)  sin2V  =  I  — cos»V  = 


F{Ç)F(r,) 


L'invariant  [  =  F(^Ç)F(y^)  —  [F(Ç|y|)j=^  du  numérateur  est  sus- 
ceptible d'une  autre  expression,  on  a  en  effet 

on  peut  donc  écrire 

ou  par  permutation  du  nom  des  indices  muets/?  et  q 

ce  qui  donne  enfin 

On  reconnaît  dans  cet  invariant  ce  que  nous  avons  appelé  dans 
le  Chapitre  précédent  le  carré  de  la  grandeur  de  l'aire  du  parallèle- 


longueur  du  vecteur  n'est  pas  nécessairement  réelle,  mètne  si  ses  composantes 
le  sont.  Certains  auteurs  préfèrent  par  suite  appeler  longueur  du  recteur  la 
valeur  de  la  forme  quadratique  elle-même  et  non  sa  racine  carrée.  De  même, 
la  longueur  d'un  vecteur  peut  être  nulle  sans  que  toutes  ses  composantes  le  soicnl  w 
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gramme  construit  sur  les  deux  vecteurs  (*),  si  bien  que,  comme 
en  géométrie  ordinaire,  cette  aire  est  égale  au  produit  des  longueurs 
des  vecteurs  par  le  sinus  de  leur  angle  (-  ). 

77.  Condition  de  parallélisme  de  deux  droites.  —  Dans  le  cas 
pseudo-euclidien,  il  peut  arriver  que  le  sinus  de  l'angle  de  deux 
vecteurs  de  même  origine  soit  nul  sans  qu'ils  soient  portés  par 
la  même  droite.  Aussi  pour  définir  le  parallélisme  de  deux  droites, 
nous  ne  ferons  pas  appel  à  une  propriété  angulaire  et  nous  dirons 
que  deux  droites  sont  parallèles  si  l'une  se  déduit  de  l'autre  par 
une  translation. 

77*.  Condition  d'orthog-onalité  de  deux  droites.  -  Dune  façon 
générale,  on  déiinira  l'angle  de  deux  droites  comme  l'angle  de 
deux  vecteurs  quelconques  portés  respectivement  par  ces  droites. 
En  particulier,  la  condition  d'orthogonalité  de  deux  vecteurs 
(ou  de  deux  droites)   s'écrira  sous  l'une  des  formes  équivalentes 

78.  Plan  perpendiculaire  à  une  droite  en  un  de  ses  points.  — 
Soit  une  droite  définie  par  un  vecteur  (AB),  décomposantes  \\  et 
soient  a^  les  coordonnées  du  point  A.  Les  coordonnées  x''  de  l'extré- 
mité P  d'un  vecteur  quelconque  (AP)  orthogonal  au  vecteur  (AB) 

satisfont  à  l'équation 

Ç/(^'"— a')  =  G. 

(')  On  généraliserait  de  même  les  notions  que  nous  avons  données  aux  n"'  61 
et  62  d'élément  linéaire  à  deux,  trois,  ...  dimensions. 

(2)  On  peut  obtenir  d'une  façon  différente  l'angle  de  deux  vecteurs  en  définis- 
sant d'abord  comme  en  géométrie  ordinaire  le  rapport  anharmoniqne  de  quatre 
points  en  ligne  droite  (rapport  anharmonique  de  leurs  paramètres).  Les  vecteurs 
de  longueur  nulle  'ssus  d'un  point  O  ont  alors  leurs  extrémités  sur  la  variété 
quadratique  an  —  i  dimensions 

que  nous  appellerons  le  cône  isotrope  de  sommet  O. 

Étant  donnés  alors  deux  vecteurs  (OA)  et  (OB)  issus  de  O,  on  déterminera 
les  deux  poiuts  P  et  Q  d'intersection  de  la  droite  ABaveè  le  cône  isotrope  et  l'on 
définira  l'angle  V  par  la  formule  de  Laguerre 

e^'v^^  (P,Q,A,B), 

et  par  suite  cosV  et  sinV  par  les  formules  d'Euler. 

Le  calcul  est  facile  et  le  lecteur  vérifiera  sans  peine  que  cette  définition  coïncide 
avec  celle  que  nous  avons  adoptée  plus  haut. 
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L'ensemble  des  points  P  forme  donc  une  variété  linéaire  d'ordre 
n  —  I  qui  sera  dite  le  plan  orthogonal  à  la  droite  AB  au  point  A. 

Remarque.  —  Les  coefficients  Çj  de  l'équation  de  ce  plan  sont 
donc  aussi  les  composantes  covariantes  d'un  vecteur  normal  au 
plan. 

79.  Angle  de  deux  plans.  —  Soient  deux  plans  d'équations 

UiX^-h  D  =  o 
et 

Vix(-{-  D'=  o; 

d'après  la  remarque  précédente,  on  pourra  définir  leur  angle  par 
la  formule  suivante 


(5)  cosV 


^/A  U'i'^ 


ou  encore 

(5)  POsVr= 


sJ{g'''UiUfc){g'''ViVk) 

80,  Théorème  des  projections.  —  Partant  de  ces  données,  on 
définira,  comme  en  géométrie  ordinaire,  la  projection  d'un  vec- 
teur sur  une  droite  ou  sur  un  plan.  Nous  aurons  l'occasion  d'en 
faire  de  nombreuses  applications  dans  le  Chapitre  suivant. 

En  particulier,  si  un  vecteur  est  la  somme  de  plusieurs  autres, 
sa  projection  sur  une  droite  ou  sur  un  plan  sera  la  somme  des  vec- 
teurs composants. 

8L  Courbes  gauches .  —  Parmi  les  variétés  non  linéaires,  nous 
dirons  seulement  pour  le  moment,  quelques  mots  de  celles  à  une 
seule  dimension,  c'est-à-dire  des  courbes  gauches.  Supposons 
donc  que  les  coordonnées  x'-  d'un  point  P  soient  fonctions  d'un 
paramètre  unique  t.  Lorsque  t  varie  de  façon  monotone,  en  crois- 
sant par  exemple,  le  point  P  décrit  la  courbe  dans  un  certain 
sens^  qui  sera  par  convention  le  sens  positif.  Comme  en  géoraé- 
trie  analytique  ordinaire,  nous  appellerons  abscisse  curviligne 
du  point  P  la  mesure  algébrique  de  l'arc  PqP,  compté  à  partir 
d'une  certaine   origine   P©  de    paramètre   ^o,    c'est-à-dire  l'inté- 
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grale 


=XV*'- 


On  définira  de  même  immédiatement  la  tangente  orientée  en 
P,  dont  les  paramètres  dif'ecteurs principaux  sevonlles  nombres 


(<i) 


a' 


dx' 


et  par  suite  r indicatrice  sphèrique^  comme  le  lieu  du  point 
dont  les  coordonnées  sont  a\  Cette  dernière  courbe  se  trouve  elle- 
même  orientée  et  l'on  peut  définir  aussi  sur  elle  un  élément  d'arc 
par  la  formule 


(7) 


{d^Y=^  gii,  da^  da'^         {d^  étant  <hi  signe  de  dt). 


La  tangente  orientée  à  l'indicatrice  sphérique  détermine  ensuite 
la  normale  principale  orientée  à  la  courbe  gauche  en  P,  de 
paramètres  directeurs  principaux 


(8) 


a 


da' 
~d^ 


On  constate  immédiatement  que  le  sens  d'orientation  de  cette 
normale  principale  est  indépendant  du  sens  conventionnel  d'orien- 
tation de  la  courbe  et  a  par  suite  une  signification  géométrique. 

Le  rayon  de  courbure  a  alors  pour  expression 


(9) 


R  =  —, 
d<5 


et  Ton  peut  écrire  les  formules  précédentes  sous  la  forme 


(lO) 


a 


W 


ds 


(premières  formules  de  Serret-Frenet),  d'où  l'on  tire  immédia- 
tement 


(II) 


I  /        da^ 


da^ 
ds 


(')■ 


(')  Nous  bornons  là  ces  1res  brèves  indiiations.  On  pourrait  les  compléter  el 
définir  des  courbure^  de  différents  ordres  analogues  à  la  torsion  des  courbes  gauches 
ordinaires.  Ces  différentes  courbures  seraient  ici  au  nombre  de  n  —  i.  Le  'prt<»nr 


CHAPITRE    IV.   — >    ESPACES    EUCLIDIENS   A    Al   DIMENSIONS.  IO9 

n.  —  COORDONNÉES  CURVILIGNES 
DANS  UN  ESPACE  EUCLIDIEN  A  n  DIMENSIONS. 

82.  Courbes  et  surfaces  de  coordonnées.  —  Supposons  main- 
tenant l'espace  rapporté  à  un  système  de  coordonnées  dans  lequel 
les  coefficients  de  la  forme  quadratique  soient  des  constantes  et 
aient  de  plus  les  valeurs  normales,  o  ou  i ,  résultant  de  la  décompo- 
sition en  carrés.  Nous  appellerons,  pour  abréger,  un  tel  système 
un  système  cartésien  normal  et  nous  le  représenterons  dans  la 
lin  de  ce  Chapitre  par  la  notation  x'-. 

Considérons  à  côté  de  ce  premier  système  un  second  ensemble 
de  variables  en  même  nombre  x^  liées  aux  précédentes  par  des  rela- 
tions quelconques 

le  déterminant  fonctionnel  étant  naturellement  diiïerent  de  zéro. 

Dans  ce  nouveau  système,  les  coefficients  de  la  forme  qua- 
dratique ne  seront  évidemment  plus  des  constantes. 

Nous  allons  pouv^w^*^ répéter  à  ce  sujet  à  peu  près  textuellement 
ce  que  nous  avons  dit  au  début  du  Chapitre  III.  Si  dans  les  formules 
précédentes,  nous  faisons  varier  la  seule  variable  x\  les  autres 
restant  fixes,  le  point  correspondant  décrira  une  variété  à  une 
dimension,  que  nous  appellerons  la  courbe  x^  =  variable. 

De  même,  si  nous  faisons  varier,  indépendamment  l'une  de 
l'autre,  deux  variables  x''  et  x\  les  autres  restcint  fixes,  nous 
obtiendrons  une  variété  à  deux  dimensions  .2:^  =  fa/7'a6/e,  .r'=  va- 
riable^ et  ainsi  de  suite. 

En  particulier,  si  l'on  fait  varier,  indépendamment  les  unes  des 
autres,  toutes  les  variables,  à  l'exception  d'une  seule  x'',  on  obtient 
une  variété  à  n —  i  dimensions  que  l'on  appellera  la  surface 
x^^^con^l. 

Supposons-nous  placés  en  un  point  particulier  P  de  l'espace,  de 

coordonnées  x';  par  ce  point  passent  n   courbes   de   coordonnées. 


pourra  se  reporter  au  Mémoire  suivant  qui  traite  la  question,  noa  seulement 
pour  l'espace  euclidien  et  en  coordonnées  curvilignes,  mais  aussi  directemenl 
pour  Tespace  riemannien. 

VV.  Hlxhcukk,  Frenets  Forniein  /iir  den  finu/n  von  Rieinann  (Ha th.  Zeitschr. 
Bd  VI,   ,j)„)). 
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Amenons  le  point,  P  en  une  position  voisine  P',  de  coordonnées 
x^^dx^  par  un  petit  déplacement  le  long  de  la  courbe  x^  =  va- 
riable. Nous  aurons 

le  vecteur  (PP)  aura  donc  des  composantes  contrevariantes  pro- 
portionnelles aux  dérivées  partielles  x\  (prises  au  point  P  naturel- 
lement). Autrement  dit,  ces  mêmes  dérivées  partielles  sont  les 
composantes  contrevariantes  d'un  certain  vecteur  fini  (T'),  tan- 
gent en  P  à  la  courbe  x^  =  variable. 

En  raisonnant  de  même  sur  les  autres  courbes  issues  de  P,  on 
définira  ainsi  un  angle  polyèdre  des  tangentes  en  P  aux  courbes 
de  coordonnées,  dont  les  arêtes  seront  du  reste  orientées. 

Supposons  de  même  que  nous  déplacions  le  point  P  infiniment 
peu  sur  la  surface  x^  =  const.,  les  composantes  de  ce  déplacement 
seront  telles  que  l'on  ait 

x\  dx^  =  o. 

La  position  nouvelle  P'  du  point  P  sera  donc  dans  un  plan 
d'équation 

x\  (  X'  —  ^''  )  =  o . 

Les  dérivées  partielles  x]  sont  donc  les  coefficients  de  ce  que 

nous  appellerons  le  plan  tangent  en  P  à  la  surface  x^  =  const.  ; 
elles  peuvent  du  reste  être  aussi  regardées  comme  les  composantes 
covariantesài'wTi  vecteur  (N'),  normal  enPà  cette  même  surface, 
INous  définirons  donc  ainsi  un  angle  polyèdre  des  normales 
aux  surfaces  de  coordonnées,  aux  arêtes  également  orientées , 
supplémentaire  de  l'angle  poljèdre  des  tangentes. 

83.   Composantes  d'un  vecteur  en  coordonnées  curvilignes.  — 

Soit  un  certain  vecteur  (J)  défini  par  ses  composantes  ç'  ou  ;, 
dans  le  système  cartésien  normal.  Il  n'y  a  pas  lieu  ici  de  distinguer 
ces  deux  sortes  de  composantes. 

Nous  appellerons  composantes  du  vecteur  dans  le  système 
curviligne  les  transformées  par  contrevariance  ou  par  covariance 
des  composantes  précédentes,  ce  qui  nous  donnera  les  expressions 

\i=x',l'-  et  Ç/=<Fr, 
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les  dérivées   pailielles  ayant  leurs   valeurs  prises   à   l'origine   du 
vecteur. 

Comme  toutes  les  formules  d'angles  et  de  distances  que  nous 
avons  établies  au  début  de  ce  Chapitre  sont  mises  sous  forme 
invariante,  elles  seront  ipso  facto  valables  dans  le  système  cur- 
viligne et  l'on  aura  ainsi 

F(Çh) 


(i3)'  cosV  = 


v/F(t;F(ri) 


(14)     sinv-  F(fyF(^)  "^  F(OF(rJ 

84.  Relations  entre  les  composantes  d'un  vecteur  et  ses  éléments 
géométriques  dans  l'angle  polyèdre  des  tangentes  ou  des  normales 
relatif  à  son  origine.  —  Un  calcul  simple  généralisera  le-s  résultats 
obtenus  au  Chapitre  III  et  nous  conduira  en  particulier  à  des 
formules  analogues  aux  formules  (6)  du  n**  58. 

Établissons  une  d'entre  elles,  à  titre  d'exercice,  par  une  méthode 
un  peu  différente. 

Soit  (S)  un  vecteur  issu  du  point  P  et  soit  (T')  le  vecteur 
définissant  la  tangente  en  P  à  la  courbe  x'  =  variable  qui  y  passe. 
Cherchons  quelle  est  la  valeur  algébrique  Pj,  de  la  projection  du 
vecteur  (^)  sur  le  vecteur  (T'). 

(T'  )  a  pour  composantes  dans  le  système  cartésien  normal  les 
quantités  x\^  par  suite  ses  composantes  contrevariantes  dans  le 
système  curviligne  seront 


On  aura  donc 


O       SI       1^1, 

i     si     t  =  f . 


v/F(OF(Ti)        v/^,4  8iof        v/^u 
ce  qui  n'est  autre  que  la  première  formule  du  groupe  (6). 

85.  Courbes  gauches  en  coordonnées  curvilignes.  —  Enfin,  les 
formules  que  nous  avons  obtenues  au  n**  81  sur  la  courbure  des 
courbes  gauches  s'étenderlt  facilement  au  cas  où  l'espace  est  rap- 
porté à  des   coordonnées   curvilignes  quelconques.  Il  suffit  pour 
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cela  de  leur  donner  un  caractère  tensoriel  relativement  à  n'importe 
quel  changement  de  variables,  ce  qui  s'obtient  en  remplaçant 
simplement  le  symbole  de  difTérentiation 


par  le  suivant 


A/.  -Jk-  dx^ 


Nous  nous  bornons  à  transcrire  les  formules  qui  deviennent  alors 
Longueur  d'un  arc  de  courbe  orientée  : 


Coefficients  directeurs  principaux  de  la  tangente  orientée  : 

._  dxi 
ds 

Elément  d'arc  de  l'indicatrice  : 

rf<x*  =  gik  A/j  a*  A/  a'^  dx''  dx' . 

Coefficients  directeurs  principaux  de  la  normale  principale 

orientée  : 

dx'^ 


a'=  A^^' 


fl(T 


Rayon  de  courbure  : 


«  =  ?• 


Premières  formules  de  Serret-Frenet 


III.  -  DÉPLACEMENT  PARALLÈLE  D'UN  VECTEUR. 

86.  Définition.  —  Dans  l'espace  euclidien  rapporté  à  un  sys- 
tème cartésien  normal,  considérons  un  point  P  de  coordonnées  a;' 
et  un  vecteur  (^)  attaché  à  ce  point  et  dont  les  composantes  Ç' 
soient  des  fonctions  de  ses  coordonnées  ;  nous  définissons  ainsi 
un  champ  de  vecteurs. 
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Supposons    qu'on    donne    au    point    P    un    petit   déplacement 

l'amenant  en  P',  de  coordonnées  x^-\-dx{^  et  soit  (Ç')  le  vecteur 
du  champ  correspondant  au  point  P'.  Ce  dernier  vecteur  aura 
pour  composantes  les  quantités 

_        _       _       JHi     _ 

Dans  le  déplacement  de  son  origine,  le  vecteur  a  subi  un  cer- 
tain accroissement  défini  par  la  différence  entre  (^')  et  (<).  Nous 
attacherons  ce  vecteur  accroissement  au  point  P,  il  aura  pour 
composantes  contrevariantes 

-ti-  dx'\ 
dx>' 

Or  nous  pouvons  tout  aussi  bien  écrire  ces  composantes  sous  la 
forme 

\j^^dx>-, 

puisque  dans  le  système  cartésien  normal  la  dérivation  covariante 
coïncide  avec  la  dérivation  partielle  ordinaire. 

Mais,  sous  cette  forme,  ces  quantités  présentent  le  caractère 
tensoriel  d'un  système  contrevariant  du  premier  ordre,  si  bien 
que,  dans  un  système  de  coordonnées  curvilignes  quelconques, 
où  les  gif(  ne  sont  plus  des  constantes,  les  composantes  contre- 
variantes  du  vecteur  accroissement  ont  encore  pour  expressions 

En  particulier,  si  dans  le  déplacement  de  P  en  P'  le  vecteur 
est  resté  équipollent  à  lui-même,  nous  conviendrons  de  dire  qu'il 
a  subi  un  déplacement  parallèle  et  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi  s'écriront 

(i5)  ^r\^  dx>  ^  o, 

ou,  en  explicitant  la  dérivée  covariante, 

ou  enfin 

Ci5")  d\i-\-  Y  /'•e^rf^'-=o. 


APPKLI..    —    V. 
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Si  ces  conditions  sont  réalisées  quel  que  soit  le  déplacement 
infiniment  petit  donné  au  point  P,  nous  dirons  que  le  champ 
de  vecteurs  est  stationnaire  au  point  P. 

87.  Application.  Forme  invariante  des  équations  de  la  droite. 
—  Reprenons  les  équations  paramétriques  d'une  droite  rapportée 
à  un  système  cartésien  normal 

Nous  pouvons  interpréter  ces  équations  comme  représentant 
un  mouvement^  le  paramètre  t  jouant  le  rôle  du  temps  de  la 
Mécanique  classique.  Les  o'^  seront  alors  les  composantes  contre- 
variantes  du  vecteur  vitesse.  Les  formules  définissent  alors  un 
mouvement  rectiligne  uniforme  et,  quand  le  pointdécrit  la  droite, 
le  vecteur  vitesse  se  propage  par  déplacement  parallèle. 

Inversement,  toute  droite  peut  évidemment  être  définie  comme 
la  trajectoire  d'un  point  dont  le  vecteur  vitesse  reste  équipollent 
à  lui-même. 

Or,  cette  nouvelle  définition  se  traduit,  d'après  ce  que  nous 
Venons  de  voir,  dans  tout  système  de  coordonnées  par  la  condition 

de  déplacement   parallèle   du  vecteur  a*=  -7-5  ce  qui  donne  les 

équations  différentielles  caractéristiques  de  la  droite  sous  la  forme 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  par  un  calcul  direct 
que  ce  système  d'équations  différentielles  admet  l'intégrale  pre- 
mière 

dx^  dx^ 

qui  exprime  le  fait  évident  que  dans  le  déplacement  parallèle  la 
longueur  du  vecteur  vitesse  reste  invariable  (  '  ). 

(')  On  aurait  pu  présenter  ces  considérations  sous  une  forme  légèrement  dif- 
férente. On  vérifie  immédiatement  que,  même  pour  un  mouvement  quelconque., 
les  premiers  membres  des  équations  (16)  représentent  les  composantes  con- 
trevariantes  du  vecteur  accélération.  Les  équations  différentielles  de  la  droite 
caractérisent  alors  le  mouvement  d'un  point  sur  lequel  n'agit  aucune  Jorce. 
L'intégrale  première  mentionnée  plus  haut  exprime  alors  la  constance  de  la 
force  vive. 
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La  forme  des  équations  diflérentielles  que  nous  venons  de  trou- 
ver nous  est  du  reste  familière,  et  nous  voyons,  comme  il  fallait  s'y 
attendre,  que  la  droite  s'introduit  aussi  comme  géodésique  de 
l'espace  euclidien. 

IV.  —  CONDITIONS   NÉCESSAIRES  ET  SUFFISANTES  POUR  QU'UNE  FORME 
QUADRATIQUE  DONNÉE  CARACTÉRISE  UN  ESPACE  EUCLIDIEN. 

88.  Rôle  du  tenseur  de  Riemann-Christoffel.  —  Dans  les  para- 
graphes précédents,  nous  avons  montré  comment  on  pouvait  cal- 
culer dans  un  système  de  coordonnées  quelconque  les  nouvelles 
composantes  \'  -\- d^'  d'un  vecteur  (5)  soumis  à  une  translation 
infiniment  petite  (dx).  Parles  procédés  habituels  du  calcul  intégral, 
nous  pourrons  étendre  ces  considérations  au  cas  où  Ton  déplace 
par  translation  le  vecteur  le  long  d'une  courbe  donnée  d'une 
longueur  linie  quelconque.  Si  l'on  suppose  connues  les  équations 
paramétriques  de  cette  courbe  en  fonction  d'un  paramètre  ^,  les 
équations  (  i  5")  deviennent  des  équations  différentielles  déterminant, 
en  fonction  de  leurs  valeurs  initiales,  les  composantes  ?^  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe. 

Or,  si  nous  raisonnons  dans  le  système  cartésien  normal,  le 
résultat  doit  évidemment  être  déterminé  de  façon  univoque,  in- 
dépendamment de  la  courbe  décrite  par  l'origine  du  vecteur  dans 
son  déplacement.  Cette  propriété  de  l'espace  euclidien  doit  se 
refléter  sur  les  équations  différentielles  du  déplacement  parallèle. 

Si  nous  y  regardons  les  ;z*^,  non  plus  comme  des  fonctions 
connues  d'un  paramètre,  mais  comme  des  variables  indépendantes, 
elles  forment  un  système  d'équations  aux  différentielles  totales 
équivalent  au  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

Pour  que  ces  équations  permettent  de  déterminer  univoquement 
les  fonctions  ^'  d'après  la  donnée  numérique  de  leurs  valeurs  en 
un  point  initial  quelconque,  il  faut  qu'elles  forment  un  système 
complètement  intégrable!  Les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi 
s'obtiennent  en  écrivant  l'identité  des  dérivées  partielles  secondes 
qu'on  peut  tirer  de  deux  façons  des  équations  du  système. 
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On  aura,  par  exemple. 


,a    ri 


U      r\ 


ôr''  àx"  âx"  (      i     \  dx 

d 

I 

~  àx-'  '     ]      i     \    I     \     \ 


OU,   en   permutant   dans  le  dernier  terme    les  noms    des    indices 
muets  À  et  |JL, 

âx''  àx"        ^     \ 


En  ccliangeant  maintenant  les  indices  /•  et  s  et  en  faisant  la  difle- 
rence,  on  a 


Dans  la  parenthèse  nous  reconnaissons  les  composantes  mixtes 
du  tenseur  de  Riemann-ChristofTel,  et  comme  cotte  expression  doit 
être  nulle  quelles  que  soient  les  r'  et  les  ç\  nous  obtenons  les 
conditions  d'intégrabilité  sous  la  forme 

JNous  savons  (ju'elFectivement  ces  conditions  sont  réalisées  dans 
l'espace  euclidien;  en  eiïet,  les  composantes  du  tenseur  de  Riemann- 
Christoffel  sont  évidemment  nulles  dans  le  système  cartésien  normal 
et  par  siiile  elles  le  sont  aussi  dans  tout  autre  système  de  coor- 
données. 

Inversement,  nous  allons  montrer  que,  si  le  tenseur  de  Riemann- 
ChristofTel  est  identiquement  nul,  l'espace  est  euclidien,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  trouver  un  changement  de  variables  ramenant  les 
coefficients  de  la  forme  quadratique  fondamentale  à  être  des 
constantes. 

En  efTet,  puisque  alors  les  conditions  d'intégrabilité  du  système 
(17)  sont  satisfaites,  nous  pouvons  en  tirer  d'une  façon  univoque 


/ 
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les  composantes  de  n  vecteurs  (?(a))  (')  attachés  à  un  point 
quelconque  de  l'espace  et  se  réduisant  en  un  point  choisi  pour 
origine  à  n  vecteurs  arbitrairement  donnés  à  l'avance.  JNous 
prendrons  ces  vecteurs  initiaux  linéairement  indépendants, 
c'est-à-dire  que  le  déterminant  de  leurs  composantes  devra  être 
différent  de  zéro. 

Or,  s'il  existe  un  système  cartésien  de  coordonnées  a?',  les 
courbes  de  coordonnées  de  ce  système  sont  des  droites  qui 
formeront  en  tout  point  de  l'espace  un  angle  polyèdre  de  n  aréles 
se  déduisant  évidemment  d'une  de  ses  positions  par  déplacement 
parallèle.  Essayons  d'identifier  cet  angle  polyèdre  avec  celui  déter- 
miné par  les  vecteurs  que  nous  venons  de  construire.  11  suffira  pour 
cela  de  poser 

Nous  obtenons  ainsi  un  nouveau  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles,  qui  est  aussi  complètement  intégrable.  On  a  en  effet 

et  la  symétrie  du  résultat  en  a  et  p  montre  que  l'on  a  bien 

â.x^  àx'^        dx^  àx"- 

Ce  système  permettra  donc  de  déterminer  de  façon  univoque  un 
changement  de  variables 

X'  =  J    \X   y  X   ^    •••)  ^/i  /) 

les  ^^  se  réduisant  à  des  quantités  données  à  l'avance  pour  des 

valeurs  initiales  des  .r^  et  le  déterminant  fonctionnel  sera  bien 
différent  de  zéro. 

Il  est  maintenant  facile  de  constater  que  dans  ce  noiiveau  système 
les  giic  sont  bien  des  constantes;  en  effet  la  formule  de  Christoffel 


âx<^dx^        f      ^     \  àx<^  âx^        i     ^     )  dx^ 


(')  Nous  [plaçons  les  indices  entre  parentl»èses  pour  montrer  qu'ils  sont  de 
simples  numéros  d'ordre  des  n  vecteurs,  ils  n'indiquent  aucun  caractère  de 
covariarrce. 
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se  réduit,  en  tenant  compte  de  l'équation  (19),  à 


o; 


par  conséquent  dans   le    système   x'  les    symboles   de   deuxième 

espèce  sont  nuls,  il  en  est  donc  de  même  des  dérivées  partielles  -Aè^ 
[form.  (i4)  et(i5),  Ghap.  II]. 


CHAPITRE  V. 

ESPACES  RIEMANNIENS  A  n  DIMENSIONS. 


Abordons  maintenantrélude  de  l'espace riemannien général.  Elle 
peut  se  faire  par  deux  méthodes  également  imporlantes.  L'une, 
employée  en  particulier  par  M.  Levi-Civita,  consiste  à  regarder 
l'espace  riemannien  à  étudier  comme  contenu  dans  un  espace 
euclidien  à  un  nombre  de  dimensions  plus  grand.  L'étude  se  trouve 
ainsi  ramenée  à  celle  des  variétés  non  linéaires  de  l'espace  euclidien. 

L'autre,  développée  par  M.  Weyl,  et  peut-être  plus  conforme  à 
l'esprit  des  méthodes  de  géométrie  infinitésimale,  envisage  une  à 
une  des  portions  très  petites  de  l'espace  dans  le  voisinage  de  ses 
différents  points;  les  propriétés  de  ces  domaines  infinitésimaux 
diffèrent  peu  de  celles  de  domaines  euclidiens  en  vertu  de  la 
continuité  des  coefficients  gik\  le  point  le  plus  délicat  est  de  déter- 
miner ensuite  la  nature  de  la  connexit)n  que  l'on  peut  établir  entre 
des  domaines  voisins. 

Nous  allons  dans  ce  Chapitre  exposer  la  première  de  ces  deux 
méthodes. 

I.  -  MÉTHODE  DE  M.  LEVI-CIVITA.  GÉNÉRALITÉS. 

89.  Notations  et  formules  préliminaires.  —  Supposons  donné  un 
espace  riemannien  à  n  dimensioois  par  sa  forme  quadratique  fonda- 
mentale gihdx^  dx^  dans  un  système  quelconque  de  variables  x^  et 
cherchons  s'il  est  possible  de  trouver  un  espace  euclidien  le 
contenant.  Nous  supposerons  ce  dernier  à  m  dimensions  et  rapporté 
à  un  système  cartésien  normal  de  coordonnées  y^. 

On  devra  pouvoir  trouver  des  formules 
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telles  que  la  forme  quadratique   ^  (<^X^y^  se  réduise  à  ^/^  dx^  dx^ 

quand  on  y  substitue  les  x  aux  y. 

L'idenliiication  conduit  immédiatement  aux  relations 

àfp  dy?  _ 


qui  forment  un  système  de ; équations  aux  dérivées  par- 
tielles aux  m  fonctions  inconnues  y9.  La  résolution  n'en  sera  en 

i;enerai  possible  que  si  m  est  au  moins  égal  a  — ^ (•). 

Naturellement,  si  les  fonctions  gi^  sont  liées  par  des  relations 
particulières,  il  peut  se  faire  que  ces  équations  soient  compatibles 
même  pour  des  valeurs  de  m  intérieures  a • 

Pour  éviter  les  confusions  qui  pourraient  résulter  de  l'emploi 
simultané  de  deux  e^acés  à  nombres  de  dimensions  difTérents,  nous 
adopterons  fjour  ce  Chapitre  des  notations  spéciales. 

Nous  appellerons  êi.  l'espace  riemannien  et  nous  représenterons 
les  coordonnées  d'un  point  ou  les  composantes  d'un  tenseur  dans 
cet  espace  par  l'une  des  lettres  a,  a,  x,  $,  affectées  dHndices  en 
lettres  latines  variant  de  \  à  n. 

Nous  appellerons  C  l'espace  euclidien  contenant  A  et  nous  repré- 
senterons les  coordonnées  d'un  point  ou  les  composantes  d'un 
tenseur  par  rapport  à  un  système  cartésien  normal  de  cet  espace 
par  l'une  des  lettres  6,  P,  r,  "n?  affectées  d'indices  en  lettres 
grecques  variant  de  \  à  m. 

Nous  allons  établir  maintenant  une  formule  qui  nous  sera  utile 
par,  la  suite  et  qui  nous  permettra  d'exprimer  les  symboles  de 
Cliristofî'el  en  fonction  des  dérivées  partielles  des  y?  par  rapport 
aux  x"-  (-). 


(  '  )   En  particulier  si  n  —  2, ; =  3,  autreiuent  dit  il  n'existe  pas  d'autres 

surfaces  que  celles  que  nous  éludions  dans  l'espace  euclidien  à  trois  dimensions.  Au 
contraire  si  /i  =  3,  ^''^"^'^  =  6  et  par  conséquent  si  nous  nous  trouvions  dans 
un  espace  euclidien  â  quatre  dimensions,  les  sous-espaces  riemanniens  à  trois 
dimensions  que  nous  pourrions  y  étudier  ne  seraient  pas  les  plus  généraux. 

C)  Ces  symboles  de  Gliristoffel  sont  naturellement  calculés  dans  l'espace  ^, 
ceux  de  l'espace  C  étant  tous  nuls  avec  le  système  de  coordonnées  choisi. 
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Pour  cela,  reprenons  la  formule 

dy?  ây9  __ 
dx''  àjT'' 

que  nous  venons  d'établir  et  prenons  la  dérivée  partielle  de  ses 
deux  membres  par  rapport  à  la  variable  x' 

ô.r>  à.r'  dr"         dx>'  â.T"  à.r'  ~    Ox' 

Nous  obtiendrons  deux  formules  analogues  en  permutant  dans 
cette  dernière  soit  les  indices  r  et  t.  soit  les  indices  5  et  ^.  A  l'aide 
(le  ces  trois  formules,  nous  formerons  sur  les  seconds  membres  la 
combinaison 

:>.  \  dx"  ôx''  dx*  ' 

définissant  le  symbole  de  (^hristolFel  et  nous  obtiendrons 

immédiatement  la  formule  que  nous  avions  en  vue 


(  î.  I 


[/■     ■$]  _     à'^  y?     dy^ 
t     \~  ôx'  dx"  dx' 


90.  Variété  linéair*  tangente  à  l'espace  S^  en  un  de  ses  points. 
—  Considérons  un  point  P  de  l'espace  M  déterminé  par  ses  coor- 
données x^\  ce  point  aura  aussi  des  coordonnées  jP  dans  l'espace  »L. 
Donnons  aux  œ^  de  petits  accroissements,  le  point  P  passera  dans 
une  position  voisine  P'  de  coordonnées  x^  -}-  dx^  dans  cR  et  j>'?  -h  dy^ 
daus  C.  Dans  l'espace  c  les  quantités  dy9  définissent  un  vecteur 
infiniment  petit,  nous  conviendrons  de  dire  que  ce  vecteur  a  pour 
composantes  dans  V espace  A  les  accroissements  dx'.  Entre  ces 
deux  systèmes  de  composantes  il  existe  naturellement  les  relations 

Supposons  maintenant  que  nous  substituions  aux  dx'  eiauxdyP 
des  quantités  finies  5'  et  yjP  qui  leur  soient  proportionnelles;  les 
quantités  riP  définiront  dans  l'espace  v^!  un  vecteur  PQ  qui  sera  dit 
tangent  à  l'espace  M  au  pointV  et  nous  regarderons  lés  ?*  comme 
les  composantes  de  ce  vecteur  rapporté  à  l'espace  SI  lui-même. 

Entre  ces  deux  sortes  de  composantes,  il  y  a  naturellement  les 
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relations 

Dans  ces  formules  les  quantités  $'  peuvent  être  prises  arbitrai- 
rement et  si  on  leur  donne  toutes  les  valeurs  possibles,  l'extrémité  Q 
du  vecteur  (PQ)  décrit  dans  l'espace  C  un  sous-espace  euclidien  à 
n  dimensions  qui  sera  dit  variété  linéaire  tangente  à  l'espace SK.au 
point  P. 

Longueur  d'un  vecteur  tangent,  —  La  longueur  du  vecteur 
(PQ)  est  naturellement  égale  à 


mais  elle  peut  aussi  s'exprimer  à  l'aide  de  ses  composantes  dans 
l'espace  SI  et  un  calcul  immédiat,  basé  sur  l'emploi  des  formules  (  i  ) , 
lui  donne  encore  la  forme 

Angle  de  deux  vecteurs  tangents  à  A  au  même  point.  —  Soit 
(PQ')  un  second  vecteur  tangent  en  P,  de  composantes  \'^  dans  A 
et  iri'P  dans  vl^.  Un  calcul  analogue  transformera  la  formule  donnant 
le  cosinus  de  l'angle  des  deux  vecteurs  dans  l'espace  euclidien 

/  /'  cos  V  =  rjpTj'P 

(/  et  /'  étant  les  longueurs  des  deux  vecteurs)  en  la  suivante 
exprimée  à  l'aide  de  leurs  composantes  dans  l'espace  S{. 

li'ùOS\  =  gik^i^'f^. 

91.  Variété  linéaire  normale  à  l'espace  A  en  un  de  ses  points. 
—  Soit  (PR)  un  vecteur  issu  du  point  P,  dans  C^  et  de  compo- 
santes |3p  par  rapport  à  cet  espace.  Nous  dirons  que  ce  vecteur  est 
normal  en  P  à  V espace  A  s'A  est  orthogonal  à  tous  les  vecteurs 
tangents  à  c'R.  issus  de  P.  Prenons  un  tel  vecteur  tangent  (PQ) 
de  composantes  r\9  dans  c"  et  ^^  dans  c'Fl,  liées  par  la  relation 
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La  condition  d'orlhogonalilé  des  vecteurs  (PR)  et  (PQ)  s'écrit 


OU  encore 

RP 
dx 


pp^ï'=<'- 


Le  vecteur  (PR)  sera  normal  si  cette  condition  est  remplie  quel 
que  soit  le  vecteur  (PQ),  c'est-à-dire  quelles  que  soient  ses  compo- 
santes ;',  ce  qui  entraîne 

Ces  relations  forment  un  système  de  n  équations  linéaires  entre 
les  ni  quantités  j3p.  11  y  a  donc  une  infinité  de  vecteurs  normaux 
dont  les  extrémités  décrivent  un  sous-espace  euclidien  km  —  n 
dimensions  dit  vaiié  té  linéaire  normale  à  V  espace  Si  au  point  P. 

Application.  Projection  d'un  vecteur  issu  de  P  dans 
V espace  C  sur  la  variété  linéaire  tangente  en  P  à  V espace  Si.  — 
Soit  (PR)  un  vecteur  quelconque  de  l'espace  *!^,  de  composantes  pP. 
Nous  appellerons  projection  de  ce  vecteur  sur  la  variété 
linéaire  tangente  en  P  à  r'R  un  vecteur  tangent  (PQ)  tel  que  le 
vecteur  différence  (PR)  —  (PQ)  soit  normal  en  P  à  l'espace  Si. 

Soient  Y,P  et  Ç^  les  composantes  du  vecteur  (  PQ)  dans  C  et  dans  Si , 
la  condition  d'orthogonalité  s'écrira 

ou  encore,  en  remplaçant  les  7|P  en  fonction  des  l'  et  en  utilisant  la 
formule  (  i  ), 

^    dx'        dxi    dxi^        ^"^  ' 

On  en  tire  enfin,  par  multiplication  par  g^^  suivie  de  contraction, 
les  valeurs  des  composantes  dans  l'espace  A  du  vecteur  projection 

92.  Variétés  de  Pespace  riemannien.  Courbes.  —  Si  les  coor- 
données X'  d'un  point  P  de  l'espace  Si  sont  des  fonctions  de/?  para- 
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mètres  essentiels  {p<^n),  l'ensemble  des  positions  de  ce  [)oint, 
quand  les  paramètres  prennent  indépendamment  l'un  de  l'autre 
toutes  les  valeurs  possibles,  constitue  une  variété  à  p  dimensions 
de  cet  espace.  11  est  évident  que  cette  variété  fait  aussi  partie  de 
l'espace  c  et  elle  pourra  j  être  étudiée  directement,  sans  passer  par 
l'intermédiaire  de  cR.  Il  suffira  pour  cela  de  remplacer  la  forme 
quadratique  g-i/ç  dx^  dx^  par  la.  forme  quadratique  relative  à  la 
variété  comme  nous  l'avons  déjà  fait  au  Chapitre  précédent  pour 
les  variétés  de  l'espace  euclidien  {voir  n**  72)  (*). 

Les  plus  simples  des  variétés  sont  celles  à  une  dimension  que 
nous  appellerons  encore  courbes. 

En  particulier,  si  le  paramètre  unique  /  varie  entre  deux  limites 
/o  et  /<,  le  point  P  décrira  un  arc  de  la  courbe  totale,  arc  dont  la 
longuenr  sera  la  valeur  de  l'intégrale 


r''     /        dx'  dx'^    , 


Cette  longueur  pourra  du  reste  être  affectée  d'un  signe  si  l'on  a 
pris  soin  au  préalable  d^orienter  la  courbe,  comme  nous  l'avons 
fait  dans  l'espace  euclidien. 

93.  Étude  des  courbes  de  Pespace  Si.  Courbure  géodésique.  — 
Toute  courbe  de  ^  est  susceptible  d'être  étudiée  directement  dans 
l'espace  C',  nous  pourrons  y  définir  en  particulier  sa  normale  prin- 
cipale en  un  point  quelconque  que  nous  appellerons  normale  prin- 
cipale absolue  et  qui  sera  déterminée  par  le  vecteur  (PN^)  de 
composantes  —p^  • 

Le  vecteur  (  PNr),  projection  de  (PN«)  sur  la  variété  linéaire 
tangente  en  P,  a  pour  support  une  droite  qui  sera  dite  la  normale 
principale  lelative  en  P  à  la  courbe  considérée.  Les  composantes  $* 
du  vecteui'  (PJNr)  dans  l'espace  K  sont  immédiatement  données  par 
la  formule  (5)  qui  prend  alors  la  forme 

. .  .,  dy?  d'^  vp 

"      dxi     ds^' 


(')  Le  Jecteur  pourra  clémonlrer  sans  peine,  par  un  calcul  direct,  que  cette 
forme  quadratique  relative  est  indépejidante  du  système  des  coordonnées  a;' choisi 
dans  l'espace  <'R  pour  la  former. 
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Ces  composantes  s'expriment  facilement  en  fonction  des  seules 
données  dans  l'espace  A,  on  a  en  effet 

(fy?        ây?  dx' 
ds  ôx'    ds 


et  par  suite 


d"^ y?  _  ôy9  d^x'  d^ y?     dx'  dx' 

ds^  dx'     ds-         ()x'  ôx''    ds     ds 

.,  OyP  Ov?  d^x'  -fàyP     d^  y?     dx'  dx'- 

Ç/c  =z   1^-' '"'  "^        +  fi'     — — 

^      ôx'    dx'    ds*  dx'  ôx'  dx''    ds     ds 


d^x' 

rrl  k   or  ■  I 

b      f^  Il 


dx'  dx' 

ds     ds 


ds- 
d'après  les  formules  (i)  et  (2),  ou  endn 

y,       d'^x'^        \  /     r  I  dx'  dx'' 

(6)  r^= h    ■  ■ • 

^    ^  ^  ds-^  (     k     \    ds     ds 

Le  vecteur  (P^J^)  est  parfaitement  déterminé  par  ces  formules; 
il  en  est  alors  de  même  de  la  normale  principale  relative  sauf  dans 
le  cas  où  toutes  les  composantes  ^^  seraient  nulles.  Pour  une  courbe 
quelconque,  cette  particularité  peut  se  produire  en  quelques  points 
remarquables,  mais  elle  se  présente  en  tous  les  points  d'une  f?i^o- 
désique  qui  apparaît  ainsi,  de  même  que  dans  la  théorie  des  sur- 
faces, comme  une  courbe  dont  la  normale  principale  absolue  est 
normale  à  la  variété  sur  laquelle  elle  est  tracée  (  '  ). 

On  vérifie  facilement,  par  un  calcul  direct,  que  la  normale  prin- 
cipale relative  est  perpendiculaire  à  la  tangente;  ceci  revient  du 
reste  à  énoncer  pour  l'espace  C  le  théorème  suivant,  analogue  à  un 
théorème  bien  connu  de  la  géométrie  classique  :  la  projection 
d'un  angle  droit  sur  une  variété  linéaire  contenant  un  de  ses  côtés 
est  encore  un  angle  droit. 

Les  composantes   a''  d'un  vecteur  unité  porté  par  la  normale 

principale  relative  seraient  proportionnelles  aux  quantités  $',  on 

peut  donc  poser 

a  ^=  R'Ç', 

(')  Nous  avons  laissé  de  côlé  le  cas  où  la  normale  principale  absolue  est  elle- 
même  indéterminée  ;  la  courbe  est  alors  une  droite  de  l'espace  C  et  elle  se  présente 
du  reste  encore  comme  une  géodésique  de  l'espace  »R.  Nous  avons  de  même  laissé  de 

côté  le  cas  où,  en  certains  points  de  la  courbe,  les  —rj-  seraient  tous  nuls  et  où 

il  faudrait  faire  appel  à  des  dérivées  d'ordre  supérieur  pour  déterminer  Ja  normale 
principale  absolue. 
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le  facteur  de  proportionnalité  R'  étant  tel  que  gika'^a'^=^  \  ^  ce 
qui  donne 

(7)  R'=-=J==. 

Ce  nombre  R'  s'appelle  le  rayon  de  courbure  gëodésique  de  la 
eourbe  au  point  P.  Si  la  courbe  est  une  géodésique,  ce  rayon  de 
courbure  est  infini  en  chacun  de  ses  points. 

Il  j  a  entre  ce  rayon  de  courbure  géodésique  R'  et  le  rayon  de 
courbure  absolu  R  (défini  dans  l'espace  C)  une  relation  très 
simple.  En  effet,  la  longueur  du  vecteur  (PN^)  est  évidemment  ^, 

celle  du  vecteur  (PN^)  est  —  j  on  a  donc 

'  n 

(B)  ^cgsPnITpN.^^,     (1). 

II.  —  LE  DÉPLACEMENT  PARALLÈLE. 

94.  Définition.  —  Soient  deux  points  voisins  P  et  P  de  l'es- 
pace ,R  de  coordonnées  respectives  {y^yX'')  et  (jK^-f  dy9^  x^-\-dx^)^ 
nous  nous  proposons  d'établir  entre  les  vecteurs  tangents  en  P 
les  vecteurs  tangents  en  P'  à  ^  une  correspondance  biunivoque 
et  réciproque  qui  étendra  aux  espaces  riemanniens  la  notion 
d'équipoUence.  Deux  vecteurs  correspondants  seront  alors  dits 
déduits  l'un  de  l'autre  par  drptacement  parallèle. 

Seulement,  tandis  que  l'équipollence  pouvait  se  définir  immé- 
diatement pour  deux  vecteurs  quelconques  de  l'espace  euclidien, 
ici  nous  serons  forcés  de  procéder  de  proche  en  proche,  d'établir 
notre  définition  pour  des  points  infiniment  voisins  et  d'employer 
un  processus  d'intégration  si  nous  voulons  l'étendre  à  des  points 
séparés  par  une  distance  finie. 

Pour  définir  cette  correspondance,.,  nous  transporterons 
de  P'  en  P  par  une  translation  [effectuée  dans  V espace  C) 
Vensemble  des  vecteurs  issus  de  P'  et  formant  la  variété 
linéaire  tangente  en  ce  point,  puis  nous  les  projetterons  ortho- 


(')  Pour  plus   dé  détails  sur  la  théorie    des  courbes  dans  l'espace  riemannien, 
"ot>  l'article  déjà  cité  (p.   lo^)  de   W.  Blaschke. 
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gonalement  sur  ta  variété  linéaire  tangente  en  P.  Les  vec- 
teurs des  deux  variétés  que  cette  transformation  amènera  en 
coïncidence  seront  alors  regardés  comme  correspondants. 

De  façon  un  peu  plus  générale,  soient  deux  vecteurs  (PQ),  de 
composantes  (Yi?,  Ç'),  et  (P'Q'),  de  composantes  (ïj'P,  Ç'^),pris  dans 
chacune  des  deux  variétés  tangentes;  transportons  (P'Q')par  une 
translation  en  (PQ^)  et  projetons-le  en  (PQ2)  sur  la  variété  tan- 
gente en  P';  nous  allons  calculer  les  composantes  a'  (dans  ^)  du 
vecteur  différence  (PQ',)  —  (PQ)- 

JNous  mènerons  le  calcul  en  regardant  les  accroissements  dx^ 
comme  des  infiniment  petits  dont  nous  négligerons  les  carrés  et 
les  produits. 

Ceci  posé,  le  vecteur  (PQj)  a  pour  composantes  dans  C  les 
quantités  r^'9.|  sa  projection  (PQ^)  sur  la  variété  linéaire  tangente 
a  donc  pour  composantes  dans  ^  [form.  (5)]  les  quantités 

On  aura  donc  pour  les  composantes  a*  cherchées 


o 


r  on  a 


«'  =  ^^VP^^-ç^ 


v-c^:)'^"  (■). 


c'est-à-dire  au  degré  d'approximation  mentionné 


et  ceci  donne 


d'après  les  formules  (i)  et  (2). 
D'où  finalement 


a^=  ç't-f- j  ^  /!  f/fl'a:''-  Ç^ 


(')  L'accent  indique  que  les  dérivées  ont  leur  valeur  prise  au  point  P'. 
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Si  les  vecteurs  (PQ)et  (P'Q')  proviennent  d'iiti  champ  continu 
de  vecteurs,  on  peut  poser 


à^' 


et  les  formules  ci-dessus  devienn^^ul.  ,  toujours    au    même    de^ré 
d'approximation, 

{      i     \^ 

En  particulier,  le  vecteur  (P'Q')  résultera  du  déplacement 
parallèle  du  vecteur  (PQ)  si  l'on  a  Tune  ou  l'autre  des  deux  condi- 
tions équivalentes 

(9)  \^'ç'da:>  =  o, 

(9')  ^/r'-f-   •  ^  /'l^fdx''=o. 


95.  Formules  du  déplacement  parallèle  exprimées  à  l'aide  des 
composantes  coyariantes.  —  Les  premiers  membres  des  équations 
précédentes  sont  des  systèmes  tensoriels,  par  suite  les  règles  de 
l'abaissemenX  de  l'indice  permettent  de  les  écrire 

(10)  ArÇjrfj?'=0, 

c'est-à-dire,  sous  forme  explicite, 

i    r 


(10') 


cfh 


l 


\i  dx'  =  o, 


équations  qui  serviront  à  définir  le  déplacement  parallèle  lorsqu'on 
voudra  opérer  sur  les  composantes  covariantes  du  vecteur. 

Conséquence.  —  Le  produit  scalaire  de  deux  vecteurs  reste 
constant  si  ces  vecteurs  sont  soumis  à  un  même  déplacement  paral- 
lèle. 

En  effet,  ce  produit  scalaire  peut  s'écrire  $'?J;  dans  le  déplace- 
ment parallèle  il  subit  l'accroissement 

et  l'on  s'aperçoit  immédiatement  que  cet  accroissement  est  nul  si 
l'on  j  remplace  les  d\^  et  dll^  par  leurs  valeurs  tirées  des  for- 
mules (9')  et  (10'). 
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En  particulier,  la  longueur  d'un  vecteur  reste  constante  et  il  en 
est  par  suite  de  même  de  l'angle  de  deux  vecteurs  quelconques. 

Ces  propriétés  ne  sont  naturellement  vraies  qu'en  négligeant  les 
infiniment  petits  du  second  ordre;  on  peut  donc  dire  qu'à  cet 
ordre  d'approximation,  le  déplacement  parallèle  a  tous  les  carac- 
tères d'un  déplacement  euclidien. 

En  toute  rigueur  du  reste,  la  correspondance  que  nous  avons 
ainsi  établie  entre  les  variétés  linéaires  tangentes  en  P  et  en  P'  est 
une  correspondance  affine,  c'est-à-dire  une  homographie  conser- 
vant les  éléments  à  l'infini.  Il  s'ensuit  que  l'opération  du  déplace- 
ment parallèle  est  permutable  avec  l'opération  de  l'addition  des 
vecteurs  et  avec  celle  de  la  multiplication  d'un  vecteur  par  un 
nombre. 

96.  Le  déplacement  parallèle  et  les  géodéçiques,  —  Le  dépla- 
cement parallèle  a  aussi  un  lien  très  naturel  avec  les  lignes  géodé- 
siques.  Si  nous  considérons  en  effet  un  vecteur  unité  porté  par  la 
tangente  à  une  telle  courbe,  il  aura  pour  composantes  contreva- 
riantes  les  quantités 

et  les  équations  différentielles  des  géodésiques  [voir  form.  (9), 
Chap.  II]  montrent  précisément  que  ce  vecteur  progresse  par 
déplacement  parallèle  le  long  de  la  courbe. 

Ceci  établit  un  lien  de  plus  entre  la  géodésique  d'un  espace 
quelconque  et  la  droite  de  l'espace  euclidien  qui  est  la  seule  courbe 
d'un  tel  espace  dont  la  tangente  se  déplace  par  translation. 

Une  autre  conséquence  immédiate  de  cette  propriété  est  que  si 
l'on  déplace  parallèlement  un  vecteur  en  faisant  décrire  à  son 
origine  une  géodésique,  l'angle  qu'il  fait  avec  la  tangente  à  cette 
courbe  reste  constant. 


III.  -  COURBURE  D'UN  ESPACE  RIEMANNIEN. 

97.  Généralités.  —  Nous  avons  déjà  rencontré  les  équations  (9) 
dans  le  Chapitre  précédent  où  elles  caractérisaient,  pour  n\\ 
espace  euclidien,  les  conditions  d'un  déplacement  par  translation. 

APPELL.   —  V.  9 
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Nous  y  avons  du  reste  (lômoiitré  qu'elles  formaient  alors  un  sys- 
tème d'équations  aux  difT'érenlielles  totales  complètement  inté- 
grable  et  que  par  suite,  en  soumettant  un  vecteur  à  un  déplace- 
ment parallèle  le  long  d'une  courbe  de  longueur  finie,  sa  position 
finale  ne  dépendait  que  du  point  d'arrivée  et  de  la  position  initiale 
du  vecteur.  Ceci  était  du  reste  évident  a  priori,  mais,  inverse- 
ment, nous  y  avons  montré  également  que  ces  conditions  d'inté- 
grabilité  complète  (qui  se  traduisent  par  la  nullité  du  tenseur  de 
Riemann-CIiristolFel)  étaient  suffisantes  pour  que  l'espace  soit 
euclidien. 

Pour  un  espace  riemaniiien,  au  contraire,  lorsqu'on  transpor- 
tera un  vecteur  d'une  position  à  une  autre,  en  le  déplaçant  paral- 
lèlement de  proche  en  proche,  Je  résultat  final  dépendra  essentiel- 
lement de  la  trajectoire  de  l'origine  du  vecteur  et  par  suite  nous 
ne  pourrons  pas  parler  sans  plus  de  deux  vecteurs  parallèles  en 
des  points  non  infiniment  voisins.  En  particulier,  si' cette  trajectoire 
est  une  courbe  fermée,  le  vecteur,  dans  sa  position  finale,  fera  un 
certain  angle  avec  sa  position  de  départ.  Cet  angle  caractérise  en 
quelque  sorte  la  façon  dont  l'espace  Si  s'écarte  de.la  variété  linéaire 
tangente,  c'est  en  somme  une  courbure  de  V espace  et  c'est  cette 
notion  que  nous  nous  proposons  de  préciser  ici. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  nous  dirons  quelques  mots  du  cas 
des  surfaces,  c'est-à-diredes  espaces  riemanniens  àdeux  dimensions. 

98.  La  courbure  totale  des  surfaces  et  le  déplacement  parallèle. 
—  Si  l'on  cherche  à  étendre  la  notion  de  courbure  d'une  courbe 
gauche  au  cas  d'une  surface,  on  est  amené  à  considérer  comme 
naturelle  l'extension  suivante  (^).  Par  un  point  O  quelconque  de 
l'espace,  on  mènera  des  parallèles  aux  normales  à  la  surface  en  ses 
difïerents  points  P,  on  portera  sur  ces  droites  des  segments  O/?, 
de  longueur  égale  à  l'unité,  dans  un  sens  arbitraire  soumis  à  la 
seule  restriction  que  le  point/?  se  déplace  d'une  façon  continue  en 
même  temps  que  le  point  P  (-)• 

(  '  )  La  fyçon  de  procéder  que  nous  allons  indiquer  n'.est  du  reste  pas  la  seule, 
il  est  d'autres  extensions  qui  conduiraient  au  contraire  à  la  courbure  moyenne. 
(  Voir  Darbolix,  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  surfaces^  t.  II,  p.  363.) 

(-)  Nous  supposons  naturelle  nient  ici  que  nous  ne  considérions  qu'une  portion 
de  surface  assez  pélite  pour  (|u'on  puisse  dans  tous  les  cas  en  distinguer  les 
deux  côtés. 
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On  établit  ainsi  une  correspondance  par  plans  tangents  paral- 
lèles entre  les  points  de  la  surface  et  ceux  de  là  sphère  de  rayon 
unité  sur  laquelle  se  déplace  le  poini  p. 

Prenons  maintenant  un  élément  de  la  surface,  d'aire  d'S  er 
limité  par  une  courbe  (C);  quand  le  point  P  coïncidera  successi- 
vement avec  tous  les  points  de  celte  aire,  le  point  />  décrira  une 
certaine  portion  de  la  sphère  d'étendue  d^  limitée  par  um 
courbe  (y)  correspondant  à  (C).  Il  sei-a  iialurel  d'appeler  courbure 
de  la  surface  en  P  la  limite  du  ra|)[)ort  y^  lorsque  la  courbe  (C' 
devenant  de  plus  en  plus  petite  dans  toutes  ses  dimensions  se- 
réduira  au  point  P. 

A  première  vue,  cette  définit  ion  de  la  courbure  paraît  intime- 
ment liée  à  la  notion  de  l'espace  à  h-ois  dimensions  dans  lequel  se 
trouve  la  surface,  mais  il  n'en  est  rien  et  nous  allons  montrer  ce 
fait  remarquable  que  la  courbure  ainsi  définie  peut  être  décelée 
par  des  êtres  habitant  la  surface  et  n^ ayant  aucune  idée  de  ce 
qui  peut  se  passer  en  dehors  d  elle. 

Nous  retrouverons  ainsi  le  classique  théorème  de  Gauss  mon- 
trant que  la  courbure  totale  s'exprinie  uniquement  à  l'aide  des 
coefficients  de  la  forme  quadratique  donnant  le  ds-  de  la  surface. 

11  nous  suffira,  pour  justifier  cette  affirmation,  de  démontrer 
que  Faire  dn  est  égale  à  la  variation  angulaire  que  subit  un  vecteur 
tangent  à  la  surface  donnée  et  déplacé  parallèlement  d'un  tour 
complet  le  long  de  la  courbe  (G). 

Supposons  en  olï'et  que  nous  attachions  à  chaque  point  P  de  la 
surface  un  vecteur  tangent  (PQ)  et  menons  par  le  point  corres- 
[)ondanl  p  de  la  représentai i(Mi  sphérique  un  vecteur  équipal- 
[enl  ( pq);  il  est  évident,  en  vertu  du  parallélisme  des  plans  tan- 
gents, que,  si  le  vecteur  (PQ  j  subit  un  déplacement  parallèle  sur 
la  surface,  le  vecteur  (pq)  subit  aussi  un  déplacement  parallèle 
sur  la  sphère. 

Etudions  donc  le  déplacement  parallèle  sur  la  sphère.  Nous 
rapporterons  celle-ci  à  un  système  d'axes  rectangulaires  ayant 
son  centre  pour  origine  et  à  des  coordonnées  géographiques  0  et  cp 
(colatitude  et  longitude). 

Pour  être  d'accord  avec  les  notations  employées  jusqu'ici  nous 
devons  donc  poser 


'2  — 
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L'élément  linéaire  de  la  sphère  prend  alors  la  forme 

t 

Un  calcul  très  simple,  que  je  ne  reproduis  pas,  permet  de  trouver 
les  symboles  de  Ghristoffel  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour 
valeurs 


I     I 


\  I     • 


=  o, 


\î       2l    ^    \2       I 
]       l       \      ~    i       1 


=  O, 


'  2  2  °     ' 


l  2       2  ) 

^  =  —  sin  0  co?0, 
i      y      \ 


Les  formules  définissant  le  déplacement  parallèle  d'un  vecteur 
de  composantes  contrevariantes  Ç*  et  ^^  (relativement  à  la  sphère) 
prendront  alor§  la  forme 

â^^i— sinGcose  ^2<^cp  =  o, 

û?Ç2_,_  colg8(^i  (icp  +  Ç2  <;0)  =  o. 

A  la  place  des  composantes  contrevariantes  ?*  et  5^,  introdui- 
sons les  mesures  algébriques  K  et  Y  des  projections  du  vecteur 
sur  la  tangente  au  méridien  et  sur  la  tangente  au  parallèle  qui  se 
croisent  en  P  (les  sens  positifs  de  ces  courbes  étant  respective- 
ment celui  des  9  croissants  et  celui  des  cp  croissants).  D'après  les 
formules  (6)  du  Chapitre  III  on  aura 

\  =  Ç2sin&. 

Les  équations  du  déplacement  parallèle  deviennent  alors 

^X  — Ycoserf©  =  o, 

d\  -h  X  CCS  6  (^(p  =  o. 

Oh  vérifie  immédiatement  qu'elles  admettent  l'intégrale 

X2-hY2=/2 

qui  exprime  la  conservation  de  la  longueur  du  vecteur,  ce  que 
nous  savions  déjà.  Nous  pourrons  donc  poser 

X=/cosw,         Y=/sinw, 
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w  étant  l'angle  du  vecteur  avec  la  tangente  orientée  au  méridien 
du  point  P  ('). 

Les  deux  équations  précédentes  se  réduisent  alors  à  une  seule 

(iw  H- cosO  c/o  =  o. 

Supposons  maintenant  que  le  point/?  décrive  un  contour  fermé  ( y) 
n'entourant  pas  l'axe  O z,,  la  variation  totale  de  co,  c'est-à-dire 
l'angle  dont  aura  tourné  le  vecteur,  sera  fournie  par  l'intégrale 

Wj 0)0  =  —   /     cosôo?^. 

Or,  un  calcul  tout  élémentaire  montre  que,  dans  un  petit  dépla- 
cement du  point/?,  l'arc  de  grand  cercle  A.p  balaye  une  aire  dont 
la  mesure  est  à  des  infiniment  petits  du  second  ordre  près  égale 
à  (i  —  cos  ^)d(D. 

La  somme  algébrique  des  aires  balayées  par  cet  arc  de  grand 
cercle,  lorsque  le  point /?  décrira  tout  le  contour  (y),  sera  égale 
à  l'aire  intérieur  à  ce  contour  (comptée  positivement  si  le  mou- 
vement du  point/?  a  lieu  dans  le  sens  des  rotations  positives,  né- 
gativement dans  le  cas  contraire)  ;  cette  aire  aura  par  suite  pour 
mesure  l'intégrale 


f  Ci  — cos6)û?<f  =  —   C  cosO^®  (2). 


(Y)  *^(T) 

Ainsi  se  trouve  bien  démontrée  l'affirmation  que  l'angle  dont  a 
tourné  le  vecteur  est  égal  en  grandeur  et  signe  à  Faire  incluse  à 
l'intérieur  du  contour  (y)  (3). 

En  prenant  sur  la  surface  comme  sens  des  rotations  positives  le 
sens  correspondant  à  celui  choisi  sur  la  sphère,  des  êtres  habitant 

(•')  Nr>us  choisissons  comme  sens  des  rotations  positives  sur  la  sphère  celui  qui 
awïèrférait  par  une  rotation  de  -  la  tangente  positive  T,  au  méridien  sur  la  tan- 
gente positive  T3  au  parallèle. 

(')  Ce  fait  résulterait  aussi  immédiatement  de  la  transformation  de  l'inté- 
grale curviligne  en  intégrale  double  à  l'aide  de  la  formule  de  Green.  {Cf.  Bol- 
MGAND,  Leçons  de  Géométrie  vectorielle,  p.  256.) 

(^)  Il  est  à  remarquer  ici  que  cette  formule  est  établie  en  toute  rigueur  et 
que  nous  n'avons  pas  eu  besoin  de  supposer  que  le  contour  (y)  était  infiniment 
petit.  Le  lecteur  vérifiera  ^ans  peine  que  la  restriction  que  nous  avons  imposée  à 
ce  contour  de  ne  pas  entourer  l'axe  Oz  peut  être  levée  facilement. 
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la  surface  pourront  ainsi  mesurer  algébrififuement,  sur  elle  seu^ 
lement,  les  quantités  <iS  et  da  et  par  suite  déterminer  le  nombre 
relatif  qui  en  caractérise  la  courbure  en  chacun  de  ses  points.  On 
vérifie  du  reste  immédiatement  que  le  signe  de  cette  courbure  est 
indépendant  du  sens  conventionnellement  choisi  comme  sens  des 
rotations  positives. 

Remarques.  —  i  °  Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  montrer  sur 
un  exemple  frappant  combien  le  point  de  vue  peut  se  trouver 
changé  suivant  que  l'on  considère  la  surface  seule  ou  l'espace  com- 
plet dans  lequel  elle  se  trouve.  Déplaçons  le  long  d'un  grand  cercle 
de  la  sphère  un  vecteur  tangent  de  longueur  constante  restant 
orthogonal  à  ce  grand  cercle;  il  est  évident  qu'on  définit  ainsi  un 
déplacement  parallèle  sur  la  sphère.  Or,  un  observateur  de  l'espace 
à  trois  dimensions  regardant  la  surface  sera  tenté  de  dire  qu'après 
un  tour  completle  vecteur  fait  un  angle  nul  avec  sa  position  de 
départ,  tandis  qu'un  observateur  placé  sur  la  surface  le  regardera, 
en  vertu  des  considérations  établies  plus  haut,  comme  ayant  tourné 
de  2::. 

2®  En  particularisant  le  contour  (G),  on  peut  encore  obtenir 
un  résultat  intéressant.  Choisissons  en  effet  pour  ce  contour  un 
petit  triangle  formé  de  trois  arcs  de  géodcsiques  et  soient  A,  B,  G 
les  mesures  arithmétiques  de  ses  angles.  On  vérifie  facilement 
qu\in  vecteur  décrivant  par  déplacement  parallèle  les  côtés  du 
triangle  dans  le  sens  des  rotations  positives  aura  finalement  tourné 
d'un  angle  égal  à  A  -h  B  -(-  G  —  -.  On  obtiendra  donc  la  courbure 
totale  de  la  surface  en  formant  le  quotient  de  cet  «  excès  sphè- 
rique  »  A  -h  B  -h  G  —  t:  par  Caire  du  triangle  et  en  supposant 
que  ce  dernier.^  de^^enani  de  plus  en  plus  petit  dans  toutes  ses 
dimejisions^  se  réduise  à  un  point.  Gette  proposition-  était  déjà 
connue  de  Gauss. 

99.  Variation  subie  par  un  vecteur  déplacé  parallèlement  dans 
un  espace  riemannien  le  long  d'un  contour  fermé  très  petit.  — 
Revenons  à  F  espace  riemannien  à  n  dimensions  et  soient,  en 
un  de  ses  points  P„,  deux  vecteurs  tangents  de  composantes  con- 
irevariantes  (dans<:H)  a'  et  a'.  Ges  deux  vecteurs  définissent  un 
élément  linéaire  à  deux  dimensions  \\  inclus  dans  la  variété  linéaire 
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tangente  en  P.  Supposons  maintenant  qu'un  point  P  de  l'espace  K 
décrive  un  arc  de  courlje  PqP)  très  petit  situé  sur  une  surface 
tangente  en  Pq  à  l'élément  ;  nous  pourrons  supposer  que  cet  arc 
est  tracé  sur  l'élément  lui-même.  Attachons  au  point  P  un  vecteur 
de  composantes  ^^  se  déplaçant  parallèlement  et  proposons-nous 
de  calculer  les  variations  des  quantités  S'  dans  le  trajet  PoPj.  Nous 
supposerons,  ce  qui  n'est  évidemment  pas  une  restriction,  les 
coordonnées  du  point  Pq  nulles  et  nous  désignerons  par  z  le  maxi- 
mum du  module  de  l'ensemble  des  coordonnées  x'-  du  point  P  le 
long  de  l'arc  PoPt  • 

Dans  un  déplacement  infiniment  petit  du  point  P,  les  \'-  subissent 
les  accroissements 

^^k ^  ''      ^  [  }:/•  (jnr!^ 

ciq    —         I     '/■     \  •  ' 

Pour  le  déplacement  total  PoPn  nous  aurons  donc 

*?    —  ?i,  t)        Ç(0)  —  —   /  ,      /.     >Ç    "-^  • 

'    0*    1 

Ce  sont  là  des  équations  intégrales  qui  pourront  fournir  les  va- 
leurs des  ç'  au  point  P,,  en  fonction  de  leurs  valeurs  au  point  Pq. 

Nous  les  résoudrons  par  approximations  successives,  en  ne 
gardant  que  les  termes  du  premier  et  du  second  ordre  en  e. 

Nous  aurons  par  suite  (*  ) 

\  r     s  I  _   \  r     s  I  f      /     k     \ 


D'où 

ç/f     5/.-'    _          ^^      *           tr  r       ^/^s 

r       '«^        VO)  ./n    p 

}     k     \  \r     ij    \t     s  I 


Oxi  I     t     \    {     k    \ 


J(0)  Jp^p^ 


(^les  quantités  H,  H  ,  H"  restant  bornées  en  module  le  long  de  l'arc 
d'intégration). 


i       (^)  Les  quantilés  sans  indice  sont  relatives   au.  point   courant   P,   celles  affec- 
;   lées  de  l'indice  zéro,  relatives  au  point  P^, 
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Si,  en  particulier,  l'arc  PoP^  forme  un  contour  fermé  (C),  en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre  et  en  sup- 
primant l'indice  zéro  devenu  inutile,  nous  aurons  pour  les  va- 
riations du  vecteur  après  un  tour  complet  les  formules 


?^i:k  =  _ 


oÇ^-  = 


\r     si 
)     k     \ 


\  r     i]    \t     s  j 

(      t     \    ]     k     \ 


Ç''    f   oci 


dx^. 


En  permutant  les  indices  i  et  s  et  en  remarquant  que 

/   0?'  dœ^  =  —   I   x"  dx', 

on  peut  écrire  cette  formule  sous  la  forme  suivante 

Les  intégrales  curvilignes  qui  figurent  au  second  membre  défi- 
nissent en  grandeur  et  orientation  l'aire  intérieure  au  contour  (G), 
elles  sont  proportionnelles  aux  quantités 

et  l'on  a,  en  appelant  <5S  la  mesure  de  cette  aire, 

2  J,r 


x^  ax^  —  x^  dx^  =  — : —  > 


en  posant 


'(C) 


A2=  -gihi^ki^'''^'''. 


Si  nous  supposons,  comme  nous  le  ferons  par  la  suite  (et  cela 
du  reste  uniquement  pour  simplifier  l'écriture  des  calculs  qui  vont 
suivre),  que  les  vecteurs  (a)  et  (a')  ont  pour  longueur  l'unité, 
A  est  alors  égal  au  sinus  de  leur  angle  V. 

On  a  donc  la  formule  définitive 


0  0 


8?* 


oS 


"^^'ris^' 


Le  produit  intérieur  du  vecteur  (oÇ)  par  un  autre  vecteur  quel- 
conque ($')  prend  alors  la  forme 


i  ïtt. 
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OU  encore 

Il  en  résulte  en  particulier  l'orthogonalité  des  vecteurs  (?)  et 
((5?),  ce  qui  correspond  au  fait  que  le  déplacement  parallèle  ne 
modifie  pas  (à  des  infiniment  petits  du  second  ordre  près)  la 
longueur  du  vecteur  ('  ). 

103.  Courbure  de  l'espace  c^  suivant  Porientation  FI.  —  Si  nous 
prenons  pour  le  vecteur  (Ç)  un  vecteur  de  l'élément  linéaire  II  [le 
vecteur  (a)  par  exemple],  après  un  tour  complet  le  long  du  con- 
tour (G)  ce  vecteur  aura  subi  un  accroissement  (ôot)  dont  les 
composantes    seront  données  par  les  formules  (i  i). 

En  général,  le  nouveau  vecteur  (a) -|- (ôa)  sera  sorti  de  l'élé- 
ment n,  nous  l'y  ramènerons  par  une  projection  orthogonale  et 
nous  mesurerons  l'angle  èi  que  fait  cette  projection  avec  la  position 
initiale  (a)  du  vecteur.  Nous  diippeWerons  coarbiue  de  [^espace  Jl 

suivant    Vorieniaiion   II    le   rapport    r^   (ou  plus  exactement  sa 

limite  quand  le  contour  (G)  se  réduit  à  un  point). 

Indiquons  rapidement  le  calcul  de  cette  courbure;  le  vecteur 
(a)-f-((5a)  étant  très  voisin  du  vecteur  (a),  sa  projection  sur 
l'élément  II  en  sera  également  très  voisine  et  nous  pourrons 
l'éoi*ire  sous  la  forme 

(a)  -f-X(a)-f-[x(a'), 

les  coefficients  numériques  A  et  jjl  étant  très  petits  et  tels  que  le 
vecteur  différence 

(a)-+-(3a)  -[(a)-|-X(a)H-Ht(a'')] 

soit  orthogonal  à  cet  élément,  c'est-à-dire   aux  deux  vecteurs  ii.') 
et  (a')  qui  le  déterminent. 


(')  La  présente  démonstration  de  la  formule  (ii)  est  due  à  M.  Pérès  [Le 
parallélisme  de  M.  Levi-CLvila  et  la  courbure  riemannienne  {Rendiconti 
délia  R.  Accademia  dei  Lincei,  vol.  XXVIII,  1919  ;  p.  425)]-  La  plupart  des 
auteurs  donnent  généralement  une  démonstration  où  le  contour  (y)  est  un  pa- 
rallélogramme ;  il  y  a  cependant  lieu  de  signaler  une  autre  démonstration  gé- 
nérale de  M.  P.  Dirtnes  [Sur  l'intégration  des  équations  du  déplacement 
parallèle  de  M.  Levi-Civita  {Rendiconti  di  Palermo,  t.  XLVII,  1928 )]> 
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En  explicitant  ces  conditions,  on  trouve  pour  \  et  a  les  deux 

équations 

1    X  H-  a  cos  V  =  o, 

I    X  cos  V  -+-  |JL  =    ~  R,tris^'"^" 

(V  désignant  comme  plus  haut  l'angle  des  vecteurs  (a)   et  (a'), 
supposés  de  longueur  i  ). 

D'autre  part,  un  calcul  direct  ou  bien  des  considérations  géo- 
métriques simples  (')  donne  facilement,  en  se  bornant  aux  parties 

principales, 

0£  =  [Ji  sinV. 

En  tirant  la  valeur  de  m  des  équations  (i3),  on  obtient  pour  la 
courbure  riemannienne  suivant  l'orientation  II 

Oc         Hnris<y^'''<y'' 


8S        •2^/,/é-,.,a/''-a« 

D'après  la  symétrie  droite  ou  gauche  des  composantes  g i^  et 
0-'''^,  cette  courbure  peut  xnicore  s'écrire  sous  la  forme 

et*- l'on  vérifie  immédiatement  qu'on  peut  limiter  les  sommations 
aux  valeurs  des  indices  telles  que  l'on  ait 

fi  <  /•        et        i  <C  s. 

Dans  le  cas  d'une  surface,  la  définition  générale  que  nous  venons 
de  donner  se  confond  évidemment  avec  la  notion  classique  que 
nous  avons  rappelée  plus  haut,  et  l'on  trouve  alors  pour  la  cour- 
bure totale  la  valeur 

1^12  12 


.-^'11  rt22 


[ffnV 


ce  qui  s'exprime  bien  on  fonction    les  seuls  coefficients  E  =  « ,,  ? 
F  =^12,  G  =  ^22  du  ds'  de  la  surface  (2). 

(•)  Il  suffit  d'écrire  la  relation  des  sinus  dans  le  triangle  déterminé  par  le 
point  P  et  les  extrémités  des  deux  vecteurs  (a)  et  (a)-f->k  (a)-|-|x  (a'). 

(')  En  particulier,  si  la  surface  est  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur  nulle 
(E  =  G  =0),  on  trouve  immédiatement  l'expression  bien  connue  de  la  cour- 
bure totale  sous  la  forme 

"  F     ôudv    ' 
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101.  Coordonnées  normales  de  Riemann.  —  Nous  venons  de 
voir  le  rôle  essentiel  joué  par  le  tenseur  de  Riemann-Ghristoffel 
dans  la  définition  générale  de  la  courbure.  Ce  tenseur  caractérise 
ainsi  la  façon  précise  dont  l'espace  ^  s'écarte  de  la  variété  li- 
néaire tangente  en  l'un  de  ses  points.  Ce  fait  peut  encore  être 
mis  en  évidence,  sous  une  forme  également  frappante,  par  l'em- 
ploi d'un  système  de  coordonnées  particulier,  dû  à  Riemann, 
et  dont  on  peut  dire  qu'il  est  celui  qui  se  rapproche  le  plus,  au 
voisinage  d'un  point  donné,  d'un  système  cartésien. 

Considérons  un  point  Pq  de  l'espace  A,  de  coordonnées  x'^^ 
dans  un  système  quelconque,  et  un  vecteur  (^),  de  longueur 
égale  à  i,  tangent  en  Po  à  ciJl  et  de  composantes  contrevariantes  ^^ 
Il  existe  une  géodésique  issue  de  Po  et  tangente  à  (;)  et  la  di- 
rection de  ce  vecteur  permet  aussi  d'orienter  cette  courbe.  Soient 
alors  P  un  point  de  cette  géodésique  et  s  la  mesure  algébrique  de 
l'arc  PoP;  nous  appellerons  coordonnées  riemanniennes  nor- 
males du  point  P  les  quantités 

Ici  —  s  ^i. 

La  donnée  numérique  des  n  composantes  $'  (reliées  naturel- 
lement par  l'équation  ^ /A;  5*^*  =  i)  définit  ainsi  une  telle  géo- 
désique issue  de  Pq  et  le  long  de  cette  courbe  on  aura 

dx'  _  ^.  d*'xi  _  d^x'  _ 

Si  nous  écrivons  maintenant  que  les  deux  premières  de  ces 
dérivées  vérifient  les  équations  difTérentielles  générales  des 
géodésiques,  nous  obtenons  les  relations 


/     i     \ 

Ces  relations  sont  identiquement  satisfaites   tout  le  long  de  la 

géodésique  considérée;  en  particulier,  elles  le  sont  au  point  P^  et 

comme  nous  aurons    en  ce  point  des   équations   analogues  pour 

toutes  les  géodésiques  qui  en  partent,    on  conclut  immédiatement 

que  l'on  aura 
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La  nullité  en  Pq  des  symboles  de  deuxième  espèce  entraîne 
évidemment  la  nullité  des  symboles  de  première  espèce  et  par 
suite  celle  des  dérivées  partielles  premières  des  coefficients  gif(. 

Le  système  riemannien  est  donc  un  système  géodésique  au  sens 
du  n**  54.  Ce  n'est  du  reste  pas  lin  système  géodésique  quelconque  ; 
il  existe  en  effet  entre  les  valeurs  au  point  Pq  des  dérivées  d'ordre 

supérieur  des  gtk  des  relations  qui  n'existeraient  pas  pour  un 
système  géodésique  quelconque  et  que  nous  allons  du  reste  établir 
pour  les  dérivées  secondes. 

Puisque  les  équations  (i5)  sont  identiquement  satisfaites  tout 
le  long  de  la  géodésique  PqP,  nous  obtiendrons  de  nouvelles  iden- 
tités en  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  5,  ce  qui  donne 


d\ 


Ces  identités  ont  lieu  en  particulier  au  point  Po  et  cela  du  reste 
pour  toutes  les  géodésiques  partant  de  ce  point,  c'est-à-dire  quels 
que  soient  les  Ç*,  ce  qui  entraîne  immédiatement  les  conditions 


0 


')x'       J  (0)        L      dx''      J  (0)      ,.  L      c/x'       J  (0) 


En  les  multipliant  par  (^tA:)(o)  ^^  ^^  tenant  compte  du  fait  qu'au 
point  Pq  les  dérivées  des  gik  sont  nulles,  ces  relations  s'écrivent 
encore 


l'ivi 

L      dxi 


(0) 


t     L 
k 


ôx'' 


(0)  L 


/     r 
k 


dx^ 


—  o. 


(0) 


(.6) 


Explicitons-lès  et  posons  pour  abréger  l'écriture 


Cl  i kl  m  = 


(0) 


^ôx'  ôx"r 
elles  deviendront 

(17)  2[«/.7-</+  Clialr-^  Ctklrl]  =  Clvtlk^  Cltlrk-^  <^lrtk^ 

en  tenant  compte  des  conditions  évidentes  de  symétrie 


i8^ 


O-iklm—  Clikml—  <^kilni 
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Telles  sont  les  conditions  existant  entre  les  dérivées  secondes 
des  giff  au  point  Pq.  On  peut  du  reste  les  transformer  et  en  tirer 
une  condition  de  symétrie  remarquable. 

Écrivons  l'identité  (17)  sous  la  forme 

permutons-j  les  indices  A"  et  /'  et  ajoutons  les  deux  égalités  ainsi 
obtenues  membre  à  membre,  le  résultat  s'écrit  facilement  sous  la 
forme 

Or  le  premier  membre  A  -h  B  ne  change  pas  si  l'on  y  permute 
simultanément  les  indices  t  et  r  et  les  indices  l  et  k,  il  s'ensuit 
qu'on  doit  avoir 

et  par  suite  aussi  séparément 

(19)  A  =  B  =  o, 

c'est-à-dire 

Clkrlf-^  CC/^th--^  <^klrt=  O. 

Ceci  posé,  si  nous  développons  les  coefficients  gifi  au  voisinage 
du  point  Po  par  la  formule  de  Taylor,  en  ne  gardant  que  les  termes 
d'ordre  au  plus  égal  à  deux  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  P, 
le  ds-  de  l'espace  A  en  ce  point  prendra  la  forme 

ds^  =  Is'ikliQ)  dx^  dx'^-^ — 'aikrtx^'oc^  dx^  dx^ , 

Nous  poserons 

Aar2  =  —  -  aïkriX'' x*^  dx^  dx^^ ^ 

et  cette  forme  quadratique  caractérisera,  à  des  infiniment  petits  du 
troisième  ordre  près  par  rapport  à  la  dislance  PqP,  l'écart  entre  la 
métrique  de  l'espace  SK.  et  celle  de  l'espace  euclidien  qui  lui  est 
tangent  en  Pq.  Ao-^  s'appelle  la  forme  de  courbure  et  il  est  facile  de 
transformer  son  expression  en  y  faisant  intervenir  les  valeurs  au 
point  Pq  des  composantes  du  tenseur  de  Riemann-Ghristoffel. 

En  effet,  les  relations  que  nous  avons  établies  entre  les  coeffi- 
cients aiMm  nous  permettent  d'écrire 

—  7  0.ikrt  =  —71.  f^ikrt  +  anik  —  ttirik  —  <^tirk  J 
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OU  encore 

«///  '  ~-  —      K///,.    ,0   H (  CfaV,/- —  Cltkir) 

•2  '     ■  ■} 

\rolr  ïonn.  (:i()'),  Chaj).   Il,  en  lenant   compte  naturellement  du 
fait  que  les  symboles  de  Christofrel  sont  nuls  au  point  P,,]. 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  forme  quadi'atique  Acr-  et  en  remar- 
quant que  les  coefticieuts  provenant  de  la  parenthèse  du  second 
membre  de  la  dernière  formule  se  détruiront  deux  à  deux  dans  les 
sommations,  on  obtient 

En  permutant  les  indices  muels  t  et  t,  en  remplaçant  \i'  par  la 
demi-somme  des  deux  valeurs  ainsi  tiouvées  et  en  répétant  celte 
opération  sur  les  indices  muels  /*  et  /, ,  on  trouve  enfin 

Acr2.r.   \  I  KtikX^yv'  r/7'  — 7'  (h-t)  i'^'^-  cG>  —  7'- d7n . 

Les  quantités  .r'  sont  en  réalité  les  différences  des  coordonnées 
d(^s  points  V  et  Py  (puisque  les  coordonnées  de  ce  dernier  point 

ont  été  supposées  nulles),  si  nous  les  appelons  désormais  oj?',  nous 
avons 

('  20 )        Aa2  =  -I  I  '^li,,,.  I  0,  ('  hJt  ^~>  _  5~/  J^.t  )  (  Ô J/c  dxi  —  Ô.7''  cû'-  ) , 

et  At-  apparaît  donc  comme  une  forme  quadratique  des  compo- 
santes ùx^-  dx^  —  o.r'  dx^  du  tenseur  symétrique  gauche  représentant 
l'élément  de  surface  défini  par  les  deux  déplacements  de  compo- 
santes dx^  et  ùx' . 

La  courbure  au  point  \\  suivant  l'orientation  de  cet  élément 
est  alors  le  quotient  delà  forme  de  courbure  par  l'aire  de  l'élément 
en  question. 

IV.  —  ESPACES  RIEMANNIENS  A  COURBURE  CONSTANTE. 

Lu  cas  particulier  intéressant  de  Tespace  riemannien  est  celui 
où  Ton  a  en  chaque  point  de  l'espace 
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a  étant  une  constante  numérique,  positive  ou  négative.  La  courbure 
de  l'espace  est  alors  indépendante  à  la  fois  du  point  où  on  la  consi- 
dère et  de  l'orientation  suivant  laquelle  on  la  mesure  ('). 

Sans  vouloir  étudier  à  fond  cette  question  des  espaces 
riemanniens  à  courbure  constante,  nous  allons  en  indiquer  sommai- 
rement deux  exemples  simples. 

102.  Espace  sphérique  et  espace  elliptique.  —  l?reiions  comme 
espace  è'  un  espace  euclidien  k  n-\-\  dimensions,  rapporté  à  des 
coordonnées  cartésiennes  normales  yP,  et  comme  espace  <^R.  contenu 
dans  le  précédent  la  multiplicité  d^équation 

qui  est  une  extension  toute  naturelle  de  la  notion  de  sphère. 

(•)  Schur  de  montré  que  la  seconde  de  ces  conditions  entraînait  l'autre,  c'est-à- 
dire  que  si  la  courbure  était  en  tout  point  de  l'espace  indépendante  de  l'orientation, 
elle  avait  nécessairement  la  même  valeur  numérique  en  tous  les  points. 

La  démonstration  en  est  du  reste  très  simple.  Si  la  courbure  est  indépendante 
de  rorientalion,  on  a  en  elFet 

R/i/Vi-  =  a  (  gliigrs  —  Shs  Sri  ) , 

a  étant  une  fonction  des  coordonnées  du  point  considéré. 
On  aura  donc 

Uh     .    z=   rrl   frh  <r       o-/'   <r     .\  ' 

**    ris       *  V  tt  i  ©  /s       o  s  n  ri  )  > 
d'où  par  conséquent 

R//=  ^''rlh  =  —  {n  —  i)  a  o-,.. 
ou  encore 

puis  par  une  nouvelle  contraction 

R  =  —  n{n  —  i)  a. 
De  ces  formules  nous  lirons  immédiatement 

R';._  -  n':  R  =  1  (n  —  i)  {„—?.)  X  £;'\ 

Or,  nous  avons  démontré  dans  un  Chapitre  antérieur    |  forni.  (  .J7  ),  Cliap.    Il  | 
l'identité 


^r[i^';-'-g';\^]r^o 


qui  entraîne  immédiatement  ici  comme  con.sé([ucnce   (les  «as  de  //  =  i  et  //  =  » 
étant  évidemment  hors  de  cause) 

r ■-=   O. 

flr' 

La  fonction  a  ayant  en  tout  point  toutes  ses  dérivées  partielles   premières  nulk? 
est  donc  une  constante. 
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Pour  trouver  un  système  de  coordonnées  curvilignes  dans 
Fespace  Ji,  il  nous  suffira  de  projeter  à  pari;ir  d'un  point  fixe  les 
points  de  la  sphère  sur  un  plan  fixe  et  de  prendre  comme  para- 
mètres les  coordonnées  dans  ce  plan  du  point  projection. 

i**  Nous  choisirons  d'abord  comme  point  de  vue  le  point  A  de 
coordonnées 

et  comme  plan  de  projection,  le  plan  d'équation 

ytl-hl    _    _j_     ^^ 

Ceci  posé,  la  droite  AM,  joignant  le  point  A  à  un  point  quel- 
conque M  (de  coordonnées  yP)  de  la  sphère,  coupera  le  plan  en  un 
point  M'  dont  les  coordonnées  seront 

Ljes  n  premières  de  ces  quantités  serviront  de  paramètres  an 
poi^nt  M  et  un  calcul  tout  élémentaire  nous  donnera 


et 


^'=^^r:^^       (.  =  1,2,  ...,n) 


^„^,^4a3-/'2a 


en  posant 


i  =  n 


4  a2H-  r* 
=  n 


On  obtient  alors  d'après  ces  formules  le  ds^  de  l'espace  considéré 
sous  la  forme 


/  — /i 


(V^O* 


(2i)  ds'i=    '-' 


[  r2    \2 


4' 

2"  Prenons  au  contraire  pour  point  de  vue  l'origine  O  des  coor- 
données et  le  même  plan  comme  plan  de  projection;  des  calculs 
également  simples  nous  conduiront  à  l'élément  linéaire  sous  la 
forme 


a'^^S.idxif        aW    ^ x^  dx' 


(•22)  ds-  = 


a2-^r2  (rt.2-+-/-2jî 
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Bien  qu'issus  de  la  même  représentation  géométrique  dans 
l'espace  C,  ces  ds^  caractérisent  des  espaces  de  Riemann  aux  pro- 
priétés différentes.  Dans  le  premier  mode  de  projection,  au  point 
de  l'espace  de  Riemann  de  coordonnées  x^  correspond  un  et  un 
seul  point  M  de  la  sphère.  L'espace  riemannien  est  alors  dit  sp/ié- 
riqae. 

Dans  le  deuxième  mode  au  contraire,  au  point  M'  correspondent 
deux  points  Mi  et  Mo  de  la  sphère,  diamétralement  opposés; 
autrement  dit,  dans  ce  cas,  l'espace  A  n'est  pas  homéomorphe  à  la 
sphère  S  elle-même,  mais  bien  à  cette  sphère  dans  laquelle  on 
regarderait  comme  non  distincts  des  points  diamétralement  opposés. 
On  peut  encore  dire  que  l'espace  cU.  est  homéomorphe  à  la  variété 
formée  de  l'ensemble  des  droites  (non  orientées)  issues  du  point  O 
dans  l'espace  C  (^).  L'espace  correspondant  esldXovsàil elliptique. 


(')  En  particulier,  si  l'espace  cR.  était  à  deux  dimensions,  le  ds"^  sphéiique 
serait  celui  d'une  sphère,  au  sens  ordinaire  du  mot,  c'est-à-dire  d'une  variété 
bilatère;  au  contraire,  le  ds"^  elliptique  serait  celui  d'une  variété  unilatère.  Nous 
aurons  l'occasion  de  revenir  sur  ce  sujet  dans  un  Chapitre  complémentaire. 
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V 
CHAPITRE  VI. 

LES  GÉOMÉTRIES  [)Ë  WEYL  ET  D'EDDINGTON. 
LES  TÏLWAUX  DE  M.  CVRÏAN. 


I.  —  LA  GÉOMÉTRIE  DE  WEYL  ('). 

103.  Le  continu  amorphe.  —  Dans  l'élude  que,  nous  vcuons  de 
faire,  d'après  M.  Levi-Givita,  de  la  géométrie  riemannienne,  nous 
avons  introduit  dès  le  début  la  forme  quadratique  fondamentale 
définissant  la  distance  de  deux  points  voisins,  d'abord  dans  l'es- 
pace ^',  puis  dans  l'espace^.  Or,  il  existe  certaines  propriétés  de  la 
multiplicité  qu'on  peut  étudier  avant  lintroduction  de  la  forme 
métrique. 

Re[)reuous  une  multiplicité  quelconque  à  n  dimensions  (c'est- 
à-dire  un  ensemble  de  points  définis  simplement  par  un  groupe 
de  valeurs  de  n  variables  x^).  Soit  M  un  de  ses  points,  de  coor- 
données X*,  donnons  aiix  variables  des  valeurs  ^''  -f-  dx'^  voisines 
des  précédentes,  nous  dirons  par  définition  que  le  nouveau  point  M' 
aiusi  défini  est  voisin  du  premier.  L'ensemble  des  deux  points  M 
et  M',  énoncé  dans  cet  ordre,  définira  un  (Hèment  linéaire  en  ÎM 
ou  encore  un  vecteur  infinitèsimald origine  M,  vecteur  que  nous 
représenterons  par  la  notation  (MM').  Un  tel  vecteur  sera  entière- 
ment déterminé  par  la  donnée  des  coordonnées  de  son  origine  M  et 
par  ses  composantes  dx'.  Dans  un  changement  de  variables  (a?%  a?'), 
les  composantes  du  vecteur  se  transformeront  par  les  formules 
linéaires  et  homogènes 

dx^=  x',.  dx'\ 

(^)  Les  idées  de  M.  Weyt  ont  été  exposées  par  lui  d'abord  dans  son  Livre  déjî» 
souvent  cité  :  JRaum,  Zeit.,  Materie  (à  partir  de  la  troisième  édition)  et  aus^i 
dans  un  Mémoire  spécial  :  Reine  In/initesimnl géométrie  {Matheniatisckc 
Zeitschrift,  Band  2,  1918,  p.  384). 
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formules  dans  lesquelles  nous  négligeons  naturelle ntent  les  infini- 
ment petits  d'ordre  supérieur  au  premier  par  rapport  aux  compo- 
santes du  vecteur. 

Les  composantes  d'un  vecteur  infinitésimal  d'origine  M  forment 
donc  un  système  du  premier  ordre  contrevariant. 

Si  nous  considérons  un  autre  point  M"  dont  les  coordonnées 
soient  x'--\-  k  dx'-  (A  étant  un  nombre  relatif  quelconque),  les  points 
M  et  M"  définironi  un  jiouveau  vecteur  et  nous  poserons  par 
('onvention 

(i)  (MM")  =  X(MM'). 

Si  nous  considérons  enliu  deux  vecteurs  (MM|)  et^MMo),  issus 
de  M  et  de  composantes  respectives  dx^  et  o:r',  le  vecteur  (MM;^) 
de  composantes  dx^ -\~ùx'-  sera  dit  la  somme  des  deux  premiers 
et  nous  poserons  par  convention 

(2)  (MM;j)  ^(MMi)-f-(MAr/). 

Il  est  évident  que  ces  déiinitions,  posées  dans  un  certain  système 
de  coordonnées^  subsistent  dans  tont  autre  système. 

Si  nous  substituons  aux  quantités  infiniment  petites  dx^  des 
quantités  finies  \^  qui  leur  soient  proportionnelles,  nous  dirons  que 
ces  dernières  sont  les  composantes  à\\nvecteur  fini  tangent  en  M 
à  la  multiplicité  et  nous  pourrons  évidemment  appliquer  à  de 
tels  vecteurs  les  procédés  opératoires  que  nous  venons  de  définir 
pour  les  vecteurs  infinitésimaux. 

Grâce  à  ces  définitions,  l'ensemble  des  nombres  déterminant  en 
un  point  de  la  multiplicité  les  composantes  desTe<^curs  tangents 
issus  de  ce  point  jouissent  exactement  des  mêmes  propriétés  que 
l'ensemble  des  composantes  des  vecteurs  (au sens  ordinaire  du  mol) 
issus  d'un  point  dans  un  espace  euclidien.  Ces  propriétés,  parmi 
lesquelles  n'a  pas  encore  pris  place  la  notion  de  grandeur  du 
vecteur,  constituent  la  gromètrie  affme  ou  encore  la  géométrie 
linéaire.  Dans  une  telle  géométrie- on  peut  bien  parler  dn  rapport 
des  longueurs  de  deux  vecteurs  ayant  le  même  support,  mais  pas 
encore  de  la  longueur  d'un  vecteur  pris  isolément  ni  du  rapport 
des  longueurs  de  deux  vecteurs  de  directions  différentes. 

A  chaque  point  de  la  multiplicité  se  trouve  ainsi  attachée  une 
multiplicité   affine    de   vecteurs   tangents,    mais   rien   ne   relie  les 
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multiplicités  attachées  à  des  points  différents.  Suivant  le  terme  de 
M.  Wejl,  on  en  est  au  stade  du  continu  amorphe  [bares  konii- 
nuum). 

104.  Notion  de  connexion  affine. —  Considérons  maintenant  deux 
points  voisins  P  et  P'  de  la  multiplicité,  de  coordonnées  respectives 
x'-  eX  x'^  -^  dx^  \  nous  nous  proposons  d'établir  une  correspondance 
entre  les  multiplicités  affines  tangentes  qui  leur  sont  attachées.  La 
condition  essentielle  que  nous  imposerons  à  cette  correspondance 
sera  de  respecter  les  lois  établies  au  paragraphe  précédent;  autre- 
ment dit,  si  nous  avons  en  P  des  vecteurs  reliés  par  l'une  des 
équations  vectorielles  (i)  ou  (2),  les  vecteurs  correspondant  en  P' 
devront  être  reliés  par  des  équations  analogues.  Il  est  évident  qu'on 
réalise  le  type  le  plus  général  d'une  telle  correspondance  par  une 
homographie  dans  laquelle  les  origines  P  et  P'  se  correspondent 
et  qui  conserve  les  éléments  à  Tinfini  dans  leur  ensemble. 

Nous  regarderons  alors  deux  vecteurs  correspondants  comme 
représentant  le  même  vecteur  déplacé  parallèlem>ent  d'un  point 
à  C autre  (^)  et  nous  emploierons  (tout  au  moins  au  début  et  pour 
éviter  toute  équivoque)  les  notations  suivantes  :  nous  appellerons 
Ç^(P)  les  composantes  du  premier  vecteur  et  ?'(P|  P)  celles  du 
second,  de  façon  à  bien  mettre  en  évidence  la  provenance  commune 
des  deux  vecteurs  et  les  conditions  du  déplacement. 

La  correspondance  affine  en  question  se  traduira  alors  par  des 
équations  qu'on  pourra  toujours  écrire  sous  la  forme 

(3)  Ç'(P I  P')  =  f'(r>)  -  g:,(  p,  p')  Ç'-cp). 

Les  fonctions  G',.(P,  P)  des  deux  points  P  et  P'  seront  soumises 
en  plus  aux  deux  conditions  suivantes  : 

I**  Condition  de  continuité.  —  Si  nous  supposons  que  le 
point  P'  se  confonde  avec  le  point  P,  les  deux  vecteurs  corres- 
pondants devront  également  se  confondre;  cette  hypothèse  se  tra- 
duit évidemment  par  l'identité 

(4)  G.',(P,  P)^o. 


(')  Il  est  à  peine  ufilede  faire  remarquer  que  cette  déiinition  n'est  rien  d'aulre 
qu'une  simple  convention  de  langage. 
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Si  nous  déveioppons  les  fonctions  G',,  au  voisinage  du  point  [\ 
nous  pourrons  alo^s  écrire 

(5)  G.v(P,  P')  =  rv..(P)^^'^-  +  ..., 
et  les  relations  (3)  prendront  la  forme 

(6)  Ç'(P1P')-^'■(P)-^^.(P)Ç'•(P)^^^^ 

en  négligeant  toujours  les  infiniment  petits   d'ordre  supérieur  au 
premier. 

2*^  Condition  de  conimutativité.  —  Appliquons  en  particulier 
l'opération  du  déplacement  parallèle  à  un  vecteur  infinitésimal 
(PQ)de  composantes  ô^^ ;  ce  vecteur,  déplacé  parallèlement  de  P 
en  P',  y  prendra  les  composantes 

hxi—Y'^i.^ùx''  dx-\ 

et  son  extrémité  Q',  qu'on  peut  considérer  (toujours  au  même  ordre 

d'approximation)  comme  faisant  partie  delà  multiplicité  aura  pour 

coordonnées 

xi-\-  dxi-+-  6JC'  —  r_',.,  ^x>-  dœ^. 

Au  contraire,  déplaçons  parallèlement  de  P  en  Q  le  vecteur  PP' 
de  composantes  dx.,  les  coordonnées  de  l'extrémité  Q',  du  vecteur 
(QQ'i)  ^iiisi  obtenu  seront  de  même 

x^  -H  rJx'  H-  dx^  —  T[,.^  dx>-  hx^. 

Nous  ferons  l'hypothèse  supplémentaire  que  les  points  Q' et  Q', 
doivent  coïncider  (c'est-à-dire  que  la  figure  PP'Q'Q  est  un  petit 
pai'alléiogramme).  Ceci  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  les 
déplacements  dx^  et  Sx%  cette  condition  se  traduit  par  les  relations 

(7)  r!,,=  r^,    (1). 

Les  fonctions  r',.^^  porteront  le  nom  de  composantes  de  la 
connexion  affine  ;  sous  la  seule  restriction  de  symétrie  que  nous 
venons  de  leur  imposer,  elles  peuvent  être  prises  arbitrairement 
dans  un  système  déterminé  de  coordonnées. 

Il  est  du  reste  facile  d'établir  les  formules  suivant  lesquelles  ces 

(M  Nous  reviendrons  plus  loin,  à  propos  des  travaux  de  AI.  Carlan,  sur  celle 
condition  de  commutativilé. 
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coeflicients  P',,  se  transformeront  dans  un  changement  de   coor- 
données. 

Dans  le  passage  d'un  système  de  coordonnées  x'-  à  un  autre  x'' y 
on  aura  en  effet 

et 

?'(P  I  P')  =  4(P')  \HV  1  V)  =  [fÙP)  -4-  4,(P)  cFxi^  . .  .]^^'(P  I  P'). 

En  portant  ces  expressions  dans  les  relations  (6)  celles-ci 
deviennent 

fi.(P)f'(p  1  P')  4-  x^J^i^{v\r)  dûci 
=  4(P)^^-(P)-r',,(P)^;;(P)^-;{P)|/^(P)./:?/. 

Multiplions  maintenant  les  deux  membres  do  cette  équation 
par  x^l  (avec  sommation  par  rapport  à  /  devenu  indice  muet),  nous 
obtiendrons,  dans  les  mêmes  conditions  d'approximation, 

O  _     _  _ 

Nous  sommes  donc  conduits  à  poser 

(8)  r.î,  =  r',,^;;£}^f  +  ^^^x/', 

ce  qui  donne  les  formules  de  transformation  cherchées. 

Les  fonctions  F'^.^  ne  sont  par  conséquent  pas  des  composantes 
de  tenseurs;  elles  n'en  présentent  le  caractère  que  vis-à-vis  de 
changements  linéaires  des  variables;  elles  jouent  le  rôle,  dans  la 
théorie  que  nous  étudions,  des  symboles  de  Ghristoffel  de  deuxième 

espèce  j     .et   leur    loi   de    transformation    exprimée    par    les 

formules  (8)    correspond   aux  formules  de  Ghristoffel   telles  que 
nous  les  avons  rencontrées  dans  le  Chapitre  II. 

Si  nous  voulons  maintenant  déplacer  un  vecteur  parallèlement 
d'un  point  P  à  un  autre  point  P'  non  infiniment  voisin  le  long  d'un 
chemin  déterminé,  nous  nous  servirons,  comme  dans  la  méthode 
de  M.  Levi-Givita,  d'un  processus  d'intégration  basé  sur  l'emploi 
des  formules  (6)  (2). 

(')  Les  fonctions  écrites  dans  h;  crochet  du  second  membre  ont  toutes  leur 
valeur  prise  au  point  P. 

(^)  Nous  savons  alors  que  le  fait  d'avoir  négligé  dans  les  calculs  les  infiniment 
petits  du  second  ordre  se  trouve  régularisé  par  les  intégrations. 
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Nous  pourrons  alors  répéter  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
Chapitre  précédent  :  en  général,  si  les  F',.^  sont  quelconques,  le 
résultat  du  déplacement  parallèle  de  P  en  P'  dépendra  essentiel- 
lement du  chemin  intermédiaire,  et  en  particulier  si  le  point  P 
revient  à  sa  position  de  départ  après  avoir  décrit  un  contour  fermé, 
le  vecteur  ne  reprendra  pas  sa  position  primitive. 

Dans  le  cas  où  le  contour  G  décrit  est  très  petit,  en  répétant  les 
raisonnements  et  les  calculs  de  M.  Pérès  exposés  dans  le  Chapitre 
précédent,  nous  obtiendrons  les  variations  des  coordonnées  du 
vecteur  sous  la  forme 


(9) 


^     '         Je 


en  introduisant  le  tenseur  du  quatrième  ordre 

(  lO  )  t .,.,-,.  _    -j^  4-  1  Î7.,.  1  .jx/  —  -^. l  [ri  i  .[J..V  , 

analogue  au  tenseur  de  Riemann-ChristoU'el  et  satisfaisant  comme 
lui  aux  conditions  de  symétrie 

/  )  ^   .ris  —         *  .rsn 

)     F''   ■    -4-  F^'-      -4-  F'"      •-  O 

Comme  précédemment  également,  la  nullité  de  ce  tenseur  en 
chaque  point  de  la  multiplicité  exprimera  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  le  déplacement  parallèle  d'un  vecteur  soit 
indépendant  du  chemin  parcouru  par  son  origine. 

Nous  pourrons  de  même,  à  l'aide  des  coefficients  F',.^,  définir  un 
processus  de  dérivation  tensorielle,  établir  les  équations  diffé- 
rentielles des  lignes  géodésiques  (caractérisées  par  la  progression 
par  déplacement  parallèle  de  leur  tangente)  et  enfin  bâtir,  en 
suivant  toujours  les  calculs  déjà  faits,  une  théorie  de  la  courbure. 

Nous  serons  ainsi  arrivés  au  stade  de  la  multiplicité  à  connexion 
ajjine. 

lOo.  Détermination  métrique  et  connexion  métrique.  —  Intro- 
duisons maintenant  en  chaque  point  de  la  i>iultiplicité  une  forme 
quadratique  gik  dx^  dx^  (invariante  par  définition  par  rapport 
à  tout  changement  de  coordonnées)  dont  les  coefficients  ^'7a:( qu'on 
peu!,  toujours  supposer  symétriques  en  i  et  k)  seront    des    fonc- 
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lions  continues  des  coordonnées  du  point  considéré.  Cette 
•forme,  que  nous  ajipellerons  la  forme  métrique  brute^  nous 
servira,  non  pas  comme  c'était  le  cas  dans  les  Chapitres  antérieurs, 
à  définir  la  longueur  d'un  vecteur,  mais  simplement  à  définir 
Vègalité  des  longueurs  de  deux  vecteurs  attachés  au  même 
point. 

Nous  dirons  alors,  avec  M.  Weyl,  que  la  multiplicité  porte  en 
chaque  point  une  détermination  métrique. 

Ceci  posé,  nous  pourrons  convenir  d'appeler  longueur  du.  vecteur 
de  composantes  E'  le  nombre  l  défini  par  l'équation 

E  étant  un  facteur  arbitraire  (facteur  d'étalonnage),  pouvant 
varier  d'un  point  à  un  autre.  Si  nous  fixons  la  valeur  que  nous 
attribuons  à  ce  facteur  en  chaque  point,  nous  dirons  que  la  multi- 
plicité est  étalonnée. 

Ce  choix  étant  fait,  nous  pourrons  poser 

et  la  forme  quadratique  gikdx'- dx^  sera  dite  \a  forme  métrique 
étalonnée. 

L'introduction  de  cette  dernière  forme  nous  permet  maintenant 
de  faire  de  la  géométrie  métrique  sur  les  vecteurs  tangents  à  la 
multiplicité  en  chacun  de  ses  points  (*),  mais  elle  ne  nous  permet 
pas  encore  de  comparer  les  longueurs  de  deux  vecteurs  d'origines 
(iilFé rentes  (^). 

jNous  allons  maintenant  établir,  sous  le  nom  de  connexion 
métrique^  une  correspondance  entre  les  vecteurs  attachés  à  des 
points  différents,  correspondance  entièrement  analogue  à  la 
connexion  affine  mais  portant  seulement  sur  les  longueurs  des 
vecteurs  indépendamment  de  leur  orientation. 

(1)  Il  est  à  remai-quer  que  l'iniroduction  de  la  forme  métrique  brute  seule 
permettrait  les  définitions  angulaires  en  chaque  point,  comme  nous  les  avon^ 
établies  au  Chapitre  V.  Ces  définitions  ne  dépendent  en  effet  que  des  rapports 
mutuels  des  coefficients  gi/,-.  La  géométrie  dans  laquelle  on  n'aurait  pas  encore 
introduit  la  forme  métrique  étalonnée  serait  donc  la  géométrie  conforme. 

(^)  Nous  ne  pouvons  en  ell'et  pas  prendre  comme  critérium  de  l'égalité  des 
longueurs  l'égalité  des  valeurs  de  /  puisque  celle-ci  ne  subsisterait  pas  avec  un 
autre  choix  du  facteur  d'élalonnage  E. 
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Nous  déterminerons  celte  correspondance  par  les  conditions 
suivantes  : 

a.  Si  un  des  vecteurs  a  une  longueur  nulle,  le  vecteur  corres- 
pondant attaché  à  l'autre  point  devra  aussi  avoir  une  longueur 
nulle  ; 

b.  Si  un  vecteur  a  une  longueur  égale  à  la  somme  des  longueurs 
de  deux  autres  (attachés  au  même  point),  la  même  relation  devra 
exister  entre  les  longueurs  des  vecteurs  correspondants. 

11  est  évident  qu'on  réalise  le  type  le  plus  général  d'une  telle- 
correspondance  en  assujettissant  les  longueurs  des  vecteurs  homo- 
logues à  être  proportionnelles. 

iNous  commencerons  par  considérer  deux  points  voisins  P  et  P' 
de  la  multiplicité,  de  coordonnées  respectives  x'-  et  x'- -\- dx\  et 
nous  regarderons  deux  vecteurs  correspondants  comme  provenant 
du  même  vecteur,  déplace  par  con  g  laence  ai!  \xw^o\w\,k\  ?iW\xç,{^^^ . 

Nous  emploierons  les  mêmes  notations  que  pour  la  connexion 
affine  et  nous  pourrons  toujours  écrire  la  correspondance  sous  la 
forme 


(i4)  /(FlP')  =  /iP) 


i<I>(P,P')| 


Nous  soumettrons  la  fonction  <Ï>(P,  P')  des  deux  points  P  et  P'  à 
la  même  condition  de  continuité  que  précédemment,  condition 
qui  se  traduira  par  l'identité 

(i5)  *î>(P,  P)  =  o. 

Nous  pourrons  développer  la  fonction  4>  au  voisinage  du  point  P 
(i6)  4>(P,  V')-^^j{V)dxi^..,, 

et  la  relation  de  connexion  métrique,  limitée  aux  termes  du  premier 
ordre,  deviendra 

(17)  /(P1P')=/(P)  ri-^cp,(P)^x'l     (î). 


(*)  Ici  encore  il  s'agit  évidemment  d'une  simple  convention  de  langage. 

(')  M.  \N'eyl  adopte  comme  définition  de  la  longueur  du  vecteur  la  valeur  de 

la  forme  quadratique  ^.nÇ'ç"  eiie-mêmo  et  non  sa  racine  carrée,  comme  nous   le 
faisons  ici.  J'ai  jugé  préférable  de  m'en  tenir  aux  notalions  usuelles  de  la  géométrie 
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Les  fonctions  cp/  sont  les  composantes  de  la  connexion  mé- 
tricjue.  Elles  peuvent  être  prises  arbitrairement  dans  un  système 
de  coordonnées  et  dans  un  étalonnage  déterminés  ('). 

Si  l'on  change  le  système  de  coordonnées  seul,  la  relation  précé- 
dente montre  que  la  forme  linéaire  de  différentielles  ^tdx'^  reste 
invariante,  et  par  suite  que  les  '^i  forment  un  système  covariant  du 
premier  ordre. 

Si  l'on  change  au  contraire  l'étalonnage  seul,  en  remplaçant  le 
multiplicateur  E  par  un  autre 

(i8)  "  E  =  aE, 

la  relation  de  connexion  métrique  prendra  la  forme 

/(P|P  )  et  /(P)  désignant  les   nouvelles   mesures  des  longueurs 

des  vecteurs  et  cj/  les  nouvelles  composantes  de  la  connexion. 
Mais,  d'autre  part,  on  aura 

?2(p  1  p')  =  X(P')  /2(P')  =  [x  -+-  ^.  rfa;»'-t-...l  /«(P'), 


et 


d'où,  en  portant  ces  expressions  dans  la  relation  précédente  et  en 
comparant  avec  l'équation  (17), 

(.9)  <p,=  ï,-^-j-j. 

106.   La  courbure  segmentaire.  —  Enfin,  par  un  processus  d'in- 
tégration, nous  définirons  le  déplacement  par  congruénce   d'un 


classique.  Les  calculs  en  sont  du  reste  très  peu  affectés;  on  aura  en  effet,  toujours 
au  même  ordre  près, 

C'est  pour  être  d'accord  avec  les  notations  de  M.  Weyl  que  nous  avons  introduit 

un  coefficient  -  dans  les  formules  précédentes. 

2 

(')  M.  Weyl  réunit  ces  deux  notions  de  système  de  coordonnées  et  d'étalonnage 
sous  le  nom  unique  de  Bezugssystem  que  M.  Juvet  traduit  par  système  de 
référence. 
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vecleur  d'un  point  quelconque  à  un  autre  point  également  quel- 
conque le  long  d'un  chemin  déterminé. 

En  général,  le  résultat  dépendra  essentiellement  du  chemin 
intermédiaire  et,  en  particulier,  si  le  chemin  est  fermé,  la  longueur 
ne  reprendra  pas  à  l'arrivée  la  valeur  qu'elle  avait  au  départ. 

Nous  pourrons  facilement,  toujours  en  suivant  les  calculs  de 
M.  Pérès,  étudier  la  variation  de  longueur  du  vecteur  dans  le  cas 
où  le  contour  C  en  question  est  ti'és  petit.  Indiquons  rapidement 
les  calculs,  en  conservant  les  notations  du  n"  99. 

Nous  supposons  d'abord  le  vecteur  déplacé  par  congruence  le 
long  d'un  petit  arc  PoPi,  la  variation  de  sa  longueur  sera  donnée 
par  l'intégrale 

S/  =  /,  —  /()  = /       l^i  dx^, 

'*■  ^  Po  Pi 

Les  quantités  /  et  (Si  qui  figurent  sous  le  signe  d'intégration 
sont  relatives  à  un  point  courant  quelconque  P,  de  coordonnées  ^^, 
du  chemin  d'intégration  et  l'on  aura  par  suite  (  *  ) 

ce  qui  peut  encore  s'écrire,  en  posant 

^•^"^  -^'-'^â^^-Jx^ 

en  admettant  que  le  contour  est  fermé  et  après  suppression  de 
l'indice  zéro 

('21)  ^^  =  ^  ifik   I  X'  dxl'^—  x^'  dxi 

(au  troisième  ordre  près), 

et  cette  équation  joue  dans  la  connexion  métrique  un  rôle  analogue 
à  celui  de  la  relation  (9)  du  n°  lOi. 

(^)  On  suppose  que  les  coordonnées  du  point  P„  sont  nulles  et  que  les  coor- 
données du  point  P  restent,  le  long  de  l'arc  PoP,,  inférieures  en  valeur  absolue 
à  une  quantité  très  petite  e. 


D'où 
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Cette  dernière  formule  (ainsi  du  reste  que  la  précédente)  nous 
montre  que  les  quantités  fih  forment  un  système  covariant  du 
second  ordre,  symétrique  gauche.  M.  Weyl  les  regarde  comme  les 
composantes  du  tenseur  de  courbure  segmentaire^  par  analogie 
avec  le  tenseur  V'risr  tenseur  de  courbure  vectorielle. 

L'équation  (20)  montre  du  reste  immédiatement  que  les  fonc- 
tions/Îa^  sont  indépendantes  de  l'étalonnage. 

En  particulier,  la  nullité  en  chaque  point  du  tenseur  de  courbure 
segmentaire  donne  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  la  longueur  du  vecteur  déplacé  par  congruence  soit  indépen- 
dante du  chemin  parcouru  par  son  origine.  Dans  ce  cas,  les  fonc- 
tions 9,  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  ^  et  si  l'on  change 
d'étalonnage  en  donnant  au  rapport  X  la  valeur  e^,  dans  le  nouvel 
étalonnage  les  fonctions  cp^  sont  nulles  en  tous  les  points  de  la 
multiplicité  [d'après  les  formules  (19)].  Cet  étalonnage  particulier 
est  dit  normal  et  l'on  est  alors  dans  le  cas  de  l'espace  riemannien 
tel  que  nous  l'avons  étudié  dans  le  Chapitre  précédent. 

Ces  considérations  nous  amènent  (et  du  reste  d'une  façon  com- 
plètement indépendante  de  la  notion  de  connexion  affine)  au  stade 
de  la  multiplicité  à  connexion  métrique. 

107.  Fusipn  de  la  connexion  affine  et  de  la  connexion  métrique. 
—  Supposons  que  nous  ayons  maintenant  une  multiplicité  douéo 
à  la  fois  d'une  connexion  affine  et  d'une  connexion  métrique.  Nous 
admettrons,  et  cette  hypothèse  paraîtra  naturelle,  que  le  déplace- 
ment parallèle  doit  réaliser  en  même  temps  le  déplacement  par 
congruence.  Il  est  à  prévoir  que  cette  condition  introduira  entre 
les  composantes  des  deux  connexions  certaines  relations  que  nous 
allons  établir. 

Soit  donc  une  multiplicité  rapportée  à  un  certain  système  de 
coordonnées  et  à  un  certain  étalonnage  et  soit 

•k 

la  forme  métrique  étalonnée  correspondante. 

Donnons-nQus  un  vecteur  attaché  au  point  P,  de  compo- 
santes i'  (P)  ;  par  déplacement  parallèle  de  P  en  P',  ces  composantes 
deviendront 
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La  longueur  du  vecteur  dans  chacune  de  ses  deux  positions  sera 
donnée  par  les  formules 

/2(I>|P'-)=    :./^.(P')P^(P|P')ÇA(p|p'). 

Nous  supposons  maintenant  que  ces  deux  longueurs  sont 
congruentes  dans  la  connexion  métrique,  c'est-à-dire  qu'il  existe 
entre  elles  la  relation 


/(P|P')=/(P)ri-  ^cp,(P)c^^^j 


qui    peut    tout    aussi    bien    s'écrire,     toujours    au    même    ordre 
d'approximation, 

En  explicitant  cette  équation  et  en  j  remplaçant  les  fonctiofi^ 
prises  au  point  P'  par  leurs  développements  limités  du  premier 
ordre,  elle  devient 

Or,  cette  relation  doit  être  satisfaite  quelles  que  soient  d'une 
part  les  composantes  ?'  du  vfecteur  considéré  et  quel  que  soit  d'autre 
part  le  déplacement  dx^  qu'on  lui  impose;  on  en  conclut  donc  les 
équations 

d'où  l'on  tire  facilement  (  *  ) 

^^^)  ^"-'-= lié-  è  -^)  -  \ih.,.^hs,.-h..x 

et  enfin 


(  '  ),   Il   suffit  de   permuter  deux    fois  circulairement  les   indices  k,   i,  s  et  de 
retrancher  la  première  des  équations  obtenues  de  là  somme  des  deux  dernières. 

Les  quantités  grs^liki  qu'on  peut  encore  écrire  T^n,,  sont  les  analogues  des  sym- 
boles de  Gliristoiïcl  de  première  espèce  ['/J. 
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On  voit  donc  que  la  donnée  des  composantes  de  la  connexion 
métrique  entraîne  celle  des  composantes  de  la  connexion  affine. 

Enfin  on  vérifie  immédiatement  sur  les  formules  que  nous 
venons  de  trouver  que  les  1''^^  ainsi  définis  >>ont  indépendants  de 
Tétalonnage. 

Nous  sommes  ainsi  arrivés  au  stade  définitif  et  nous  donnerons 
à  la  multiplicité  caractérisée  par  les  difierentes  notions  que  nous 
venons  d'introduire  le  nom  d'espace  de  l^Feyl. 

108.  Extension  de  la  notion  de  tenseur'.  —  Dans  un  tel  espace, 
il  est  alors  commode  d'étendre  la  notion  de  tenseur.  INous  regar- 
derons encore  comme  des  composantes  de  tenseurs  tout  système 
de  fonctions  qui,  en  plus  des  transformations  de  caractère  tensorlel 
covariant,  contrevariant  ou  mixte  vis-à-vis  d'un  changement  de 
variables  se  trouvent  encore  multipliées  par  X*^  dans  un  changement 
d'étalonnage.  L'exposant  e  sera  dit  le  poids  du  tenseur  en  question. 

Par  exemple  les  coefficients  ^/a  de  la  forme  métrique  étalonnée 
sont  les  composantes  d'un  tenseur  de  poids  -f-  i  ('). 

109.  Généralisation  de  la  notion  de  déplacement  parallèle.  — 
Dans  la  géométrie  de  Wejl,  on  peut  naturellement  parler  des 
composantes  covariantes  d'un  vecteur  en  appliquant  par  définition 
les  rèiiles  d'abaissement  de  l'indice 

t.  —    ,1.,  ^k 

11  est  facile  d'exprimer  sur  ces  composantes  les  conditions  du 
déplacement  parallèle.  D'après  nos  conventions,  le  déplacement 
par  congruence  d'un  vecteur  se  fait  d  après  la  loi 

11  esl  naturel  d'adopter  une  définition  analogue  j)our  le  IransporI 

(')   De  nième,  les  coefficients  »•'*'■  sont  de  poids  — i.  les  corn  posantes  /',;.  et  l^'f,-,, 

des  tenseurs  de  courbure  segmentaire  et  vectorielle  sont  de  poids  zéro.  Au  contraire. 

le  système  lovariant  des  cotnposantes  cp,  de  la  connexion  rnétiiqae  ne  lenUe  pas 

dans   cette  catégorie,    puisque    sa    loi    de    transformation    dans    «in    changement 

d'étalonnage  est  donnée  par  les  formules  (19^). 

Eddington  emploie  les  expressions  de  in-tenscuret  de  co-lenseur  suivant  que  le 
poids  est  nul  ou  non. 
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d'un  produit  scalaire,  si  l'on  veut  pouvoir  donner  de  ce  transport 
une  définition  intrinsèque,  indépendante  à  la  fois  du  système  de 
coordonnées  et  de  Tétalonnage. 

Le  transport  parallèle  d'un  vecteur  de  composantes  covariantes  ^i 
tlevra  alors  se  faire  d'après  une  loi  telle  que  le  produit  scalaire  r/Jj 
se  transforme  d'après  la  loi  précédente,  quel  que  soit  le  système  r/ 
déplacé  lui-même  parallèlement  du  point  P  au  point  voisin  P  . 

Un  calcul  immédial  n(^us  donnera  alors  les  conditions  de  dépla- 
cement parallèle  sous  la  forme 

(7.5)  ?,(P  I  P')  -  hiV)  f  I  -  cpx-^P)  dj:^']  -^  r/A(  »'  )  h(P)dT^^. 

On  peut  être  surpris  de  trouver  ici  des  formules  plus  compli- 
quées que  les  formules  (6)  et  d'N  voir  figurer  les  composantes  cp^ 
de  la  connexion  métrique. 

En  réalité,  cela  tient  essentiellement  au  fait  que  les  systèmes 
contrevariants  que  nous  avons  introduits  jusqu'à  présent  comme 
composantes  de  vecteurs  étaient  esscnticUetnent  de  poids  zéro. 
Au  contraire  les  composantes  covariantes,  telles  que  nous  venons 
de  les  définir  au  début  de  ce  paragraphe  sont  de  poids -\-  i .  Si  on 
les  ramenait  au  poids  zéro,  en  les  divisant  par  un  invariant  de 
poids  I  (par  exemple  par  le  carré  de  la  longueur  du  vecteur),  on 
aurait 

^'=  p  : 

et  un  calcul  également  simple  donnerait  pour  les  conditions  de 
déplacement  parallèle  <lu  système  co variant  S,-  de  poids  zéro 

formules  entièrement  analogues  à  celles  (jue  nous  avons  trouvées 
(ians  l'espace  riemannien. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  véiifier,  par  des  considé- 
rations du  même  genre,  les  conditions  de  déplacement  parallèle 
plus  générales  suivantes  qu'il  serait  du  reste  facile  d'étendre  à  des 
systèmes  tensoriels  d'ordre  quelconque. 

i"  Invariant  de  poids  e 

<:>-7)  /(Pi  ■'■)-/(P)ii  — c'ç/,6/.-rO: 

:>."   Système  contrevariant  de  poids  e 

(•28)  A'(P1P')^  A'(P)(i— P«)/.-^/:r''>)  — r:')/.  A^-(P)r/^-^-; 
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3°  Système  covariant  de  poids  e 

(29)  A,(P  I  P' j  =  Â,(P)  (l  -  ecp/,  dxk)  -+-  r?-,A  Ax(  P)  6;:r^-     (  i). 

On  pourrait  aussi  déduire  de  ces  considérations  et  de  la  notion 
de  lignes  géodésiques,  comme  nous  l'avons  fait  au  Chapitre  11,  un 
processus  de  dérivation  tensorielle  au  sens  de  Wejl,  que  nous 
représenterons  symboliquement  par  la  lettre  W  et  dont  nous 
donnons  les  formules  pour  les  invariants  et  les  systèmes  du  premier 
ordre  de  poids  e  ; 

Mo)  ''  W,,A'= -— -hr'),.A>.+  eA'co,., 

W,Â,=  ^-lA,.Ax-t-eA/cp,. 

On  étendrait  sans  peine  ces  formules  à  des  systèmes  d'un  ordre 
quelconque. 

Si,  en  particulier,  nous  les  appliquons  au  système  fondamental 
covariant  ^7a,  nous  obtenons 

Or,  si  nous  nous  reportons  aux  formules  (22),  symbolisant  la 
fusion  de  la  connexion  métrique  et  de  la  connexion  affine,  nous  en 
déduisons  immédiatement  que  l'on  a 

(3i)  W,|a  =  o. 


('}  Ces  particularilés  se  trouvent  déjà,  sans  que  l'auteur  les  signale  explicile- 
ment,  dans  l'Ouvrage  de  M.  Weyl  {Temps,  Espace,  Matière,  traduction  Juvet). 

A  la  page  98,  avant  l'introduclion  de  la  détermination  métrique,  M.  Weyl 
définit  le  transport  parallèle  d'un  système  covariant  du  premier  ordre  "n,  en 
partant  de  la  condition 

vérifiée  quel  que  sôit  le  système  conirevariant  \'  déplacé  lui-ntème  parallèlement. 
On  arrive  ainsi  aux  conditions  (26)  et  évidemment  ici  il  ne  j>eut  s'agir  que  de 
systèmes  de  poids  zéro. 

Au  contraire,  page  116,  M.  Weyl,  sans  expliciter  du  reste  le  calcul,  donne  une 
définition  analogue  en  partant  de  la  condition 

qui  s'applique  aux  invariants  de  poids  i  et  conduit  aux  formules  (55). 
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En  reprenant  le  raisonnement  du  second  Chapitre  (n**  47),  on 
voit  qu'on  a  aussi 

(3'i)  W,.if=o,        Wrg'^'^o 

et  nous  retrouvons  ici  encore  le  théorème  de  Ricci  :  Dans  la  géo- 
métrie de  Weyd^  comme  dans  ta  géométrie  de  Riemann^  le 
tenseur  métrique  fondamental  est  stationnaire  en  tout  point 
de  C espace, 

1-10.  Étalonnage  géodésique.  Système  de  coordonnées  géodé- 
sique.  —  Comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  il  est  en  général 
impossible  (à  moins  que  l'espac'e  ne  soit  riemannien)  de  disposer 
de  l'étalonnage  de  telle  sorte  que  les  fonctions  cp^  soient  nulles  en 
chaque  point  de  la  multiplicité.  IVlais  il  est  toujours  possible 
d'après  les  formules  (19),  de  choisir  le  rapport  \  de  passage  d'un 
étalonnage  à  un  autre  de  façon  à  annuler  les  fonctions  ©/  eti  un 
point  déterminé  de  V espace.  L'étalonnage  remplissant  cette 
condition  sera  dit  géodésique  au  point  considéré. 

De  même  il  est  en  général  impossible  (à  moins  que  le  ten- 
seur F^^ris  ne  soit  identiquement  nul)  de  disposer  dju  système  de 
coordonnées  de  façon  à  annuler  les  composantes  V^rs  cie  If^  connexion 
affine  en  tout  point  de  la  multiplicité.  Mais  il  est  toujours  possible, 
d'après  les  formules  (8),  de  disposer  du  système  de  coordonnées 
de  façon  à  annuler  ces  composantes  en  un  point  déterminé.  Le 
système  remplissant  cette  corulition  sera  dit  géodésique  au  point 
conaidéré.  Le  passage    l'un  système  x^  quelconque   au  système 

géodésique  x*-  est  donné,  comme  au  n**  5i,  par  les  formules  de 
transformation 

(33)  ,.  ar' =  (  .»«■  )p  -h  a?*" (  T f,.,  )p'x'''x'< 

Si.  en  un  point  déterminé,  on  fait  choix  à  la  fois  d'un  étalon- 
nage géodésique  et  d'un  système  de  coordonnées  géodésique,  les 
formules  (22)  montrent  que  l'on  aura  en  ce  point 

* 

(34)  ?,=  o        et         %=o. 

iii.  Courbure  de  direction.  —  Les  liens  que  nous  avons  établis 

APPEM..   —   V.  11 
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entre  les  composantes  de  la  connexion  affine  et  celles  de  la  coanexion 
métrique  entraînent  une  intéressante  décomposition  de  la  courbure 
vectorielle. 

Prenons  en  effet  un  vecteur  ^'  et  faisons  décrire  à  son  origine 
un  petit  contour  fermé  C  et  posons  pour  abréger  l'écriture 


-£ 


c 

Nous  avons  vu  plus  haut  qu'après  cette  circulation  ses  compo- 
santes auront  subi  les  accroissements 

(35)  8Ç^==--;F5\,,Ç'-2:*A 

4 

La  longueur  du  vecteur  aura  subi  elle  aussi  un  accroissement  ùl 
et  l'on  trouve  immédiatement  la  formule 

D'autre  part,  nous  savons,  d'après  la  formule  (^i),  que  ol  est  lié 
aux  composantes  du  tenseur  de  courbure  segmentaire  par  la  relation 

En  introduisant  cette  valeur  de  5/  dans  l'équation  précédente, 
on  obtient 

et  comme  cette  identité  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  le  vecteur  Ç'  et 
quel  que  soit  le  tenseur  symétrique  gauche  S*-,  on  en  conclut 
entre  Ff,..çf  et  les  f se  la  relation 

(  36)  h-  fst  =  -  hk  ^'frsi  -  }rk  Fi,. 

Nous  pouvons  alors  poser 

(  '^7  )  gil^  F^;.,,  =  §irst  —  7  gir  Jst , 

et  la  relation  précédente  se   traduit  par  le  fait  que  les   exprès- 
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sions  S'irst  seront  symétriques  gauches,  non  seulement  en  s  et  t 
(ce  qui  était  évident),  mais  encore  en  i  et  r  ('  ). 

Il  s'ensuit  que  l'accroissement  ô^^  donné  par  la  formule  (35  j 
peut  se  décomposer  en  deux  parties  :  la  première,  provenant  de."^ 
termes  ^'irst-^  correspond,   comme  dans  le  cas  riemannien,  unique> 

ment  à  une  variation  dans  la  direction  du  vecteur,  sans  changement 

I  * 
de  longueur  (-)  ;  la  deuxième,  provenant  du  terme  -girfst-,  corres- 
pond (comme  on  le  vérifie  facilement)  uniquement  à  un  changement 
de  longueur  du  vecteur,  sans  changement  d'orientation.  M.  Wejl 
regarde  les  quantités  ^'u-st  comme  les  composantes  du  tenseur  de 
courbure   de   direction  (Richtungskriimmung).    Il  est  du  reste 

possible  de  calculer  ces  composantes  en  fonction  des  gth  et  des  Oi, 
nous  renverrons  sur  ce  point  au  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Wejl  (^). 

Remarque.  —  La  plupart  des  auteurs,  exposant  la  théorie  de 
M.  Wejl,  parlent  d'étalons  matériels  de  longueur  choisis  eu  chaque- 
point  et  des  modifications  que  peuvent  subir  ces  étalons  quand  on 
les  transporte  d'un  point  à  un  autre. 

Nous  nous  sommes  systématiquement  abstenus,  jusqu'à  présent, 
de  cette  façon  de  parler  et  il  nous  a  paru  plus  clair  de  bâtir  d'abord 
une  théorie  purement  mathématique  des  multiplicités. 

Plus  tard,  lorsqu'on  voudra  appliquer  cette  théorie  à  une  étude 
de  phénomènes  physiques,  il  nous  faudra  faire  appel,  pour  déter- 
miner les  fonctions  gik  et  ©^  relatives  à  l'espace  réel,  aux  propriétés 

(1)  Il  est  important  de  bien  remarquer  que  les  composantes  entièrement  cova- 
riantes 

du  tenseur  de  courbure  vectorielle  ne  satisfont  pas  à  toutes  les  conditions  de 
symétrie  du  tenseur  de  Riemann-Cliristoft'el,  mais  bien  seulement  aux  deux 
suivantes,  qui  sont  des  conséquences  des  formules  (ri) 

*  iWf  —         *  irti  1 

De  leur  côté,  les  quantités  ê^im  ne  satisfont  pas  à  la  condition  de  symétrie 
cyclique,  en  général. 

(-)  C'est  une  conséquence  directe  des  symétries  des  rT,,..,-,. 

(  ■)  Reine  Jnfinitesimalgeometrie  (M  Z.,  p.  4'^^).  —  Fof/- également  :.Galbrun.. 
Introduction  à  la  théorie  de  la  Relativité,  p.  278. 
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des  corps  qu'il  contient;  et  c'est  d'après  ces  propriétés  que  l'on 
dira  (avec  peut-être  une  certaine  part  de  convention)  que  l'espace 
est  euclidien,  riemannien  ou  que  c'est  un  espace  de  Weyl.  Cette 
étude,  comme  toute  étude  expérimetitale,  ne  pourra  jamais  être 
faite  avec  une  rigueur  absolue  et  nous  avo'ns  jugé  préférable 
de  ne  pas  mélanger  cette  question  des  erreurs  d'observation  à  une 
théorie  qui,  dans  ce  Chapitre,  est  encore  abstraite. 

1 J2.  La  géométrie  de  M.  Eddington.  —  Nous  dirons  seulement 
ici  quelques  mots  d'une  généralisation  que  M.  Eddington  a  donnée 
de  la  notion  de  connexion  métrique,  renvoyant  pour  le  développe- 
ment de  la  théorie  aux  travaux  du  savant  astronome  (^). 

Alors  que,  dans  la  théorie  de  M.  Wejl,  la  variation  du  carré  de 
la  longueur  d'un  vecteur  déplacé  par  congruence  du  point  P  au 
point  P'  est  complètement  indépendante  de  l'orientation  de  ce 
vecteur  et  ^'exprime  par  la  formule 

M.  Eddington  admet  au  contraire  une  connexion  métrique  dans 
laquelle  cette  variation  dépendrait  de  tous  les  éléments  du  vecteur 
(c'est-ù-dire  aussi  bien  de  son  orientation  que  de  sa  longueui;).  La 
connexion  métrique  se  iraduit  alors  par  la  formule 

/«(P  I  P')  - /«(P)  =  -  A,A-,ÇfÇ'^- rf^'% 

dans  laquelle  on  peut  toujours  supposer  les  coefficients  A/^j  symé- 
triques par  rapport  aux  indices  i  et  A\ 

Naturellement  les  considérations  que  nous  avons  exposées 
au  n**  107,  relatives  à  la  fusion  entre  la  connexion  affine  et  la 
connexion  métrique,  devront  être  reprises  ici;  en  tout  cas,  la  nou- 
velle géométrie  renferme  beaucoup  plus  d'arbitraire  que  celle  de 
M.  Weyl,  et  ce  sera  seulement  l'essai  de  son  application  aux 
théories  physiques  qui  décidera  si  elle  doit  lui  être  préférée. 


(>)  Voir  en  particulier  l'Ouvrage  de  M.  Eddington  :  The  mathematical  Tlieory 
of  Relativity,  Cambridge,  1928,  p.  2i3;  ainsi  que  le  Mémoire  suivant  du  même 
auteur  :  A  généralisation  of  Weyl's  Theory  of  the  Electromagnetic  and 
Gravitational  Fields  {Proc,  Boy.  Soc,  A,  99,  1921,  p.  104 ). 


CHAPITRE  VI.  —  LA   GÉOMÉTRIE    DE    WEYL.  l65 


II.  —  LES  TRAVAUX  DE  M.  GARTAN. 

Nous  n'avons  pas  l'intention  d'étudier  à  fond  dans  ce  Chapitre 
les  travaux  de  M.  Cartan,  relatifs  aux  sujets  que  nous  traitons.  Ces 
travaux  dépassent  en  effet  de  beaucoup  le  cadre  de  nos  actuelles 
préoccupations  et  sont  du  reste  encore  en  cours  dç  publication  (^). 

Nous  tenons  cependant  à  en  souligner  ici  l'importance  profonde 
et  à  en  dire  tout  au  moins  quelques  mots  qui  éclaireront  un  point 
particulier  de  la  théorie  de  M.  Wejl.  Nous  conserverons  naturel- 
lement les  notations  dont  nous  nous  sommes  servis  jusqu'ici,  bien 
qu'elles  soient  différentes  (dans  la  forme  tout  au  moins)  de  celles 
de  M.  Cartan. . 

113.  Critique  de  la  condition  de  commutativité.  Les  espaces  à 
torsion.  —  Dans  l'étiide  que  nous  avons  faite  des  variétés  à  con- 
nexion affine,  nous  avons  suivi  l'exposé  qu'en  a  donné  M.  Wejl 
dans-  son  Mémoire  déjà  cité  :  Reirie  Infinitesimalgeonietrie^  et 
nous  avons  en  particulier  puisé  dans  ce  travail  la  loi  de  commu- 
tativité qui  nous  a  conduits  à  la  symétrie  des  composantes  de  la 
connexion  aflîne.  Dans  son  livre  fondamental,  Baum^  Zeit^  Ma- 
teriCy  M.  Wejd  suit  un  chemin  différent.  Il  admet,  comme  postulat, 
a  la  base  de  la  notion  de  connexion  affine,  l'existence  d'un  sys- 
tème de  coordonnées  géodésique  en  un  point  P,  système  défini 
par  le  fait  que  le  déplacement  parallèle  d'un  vecteur  du  point  P  à 
un  point  voisin  P'  se  traduit  par  la  conservation  de  la  valeur  de 
ses  composantes  contrevariantes.  11  est  très  facile  de  voir  que  ce 
postulat  de  l'existence  d'un  système  géodésique  en  chaque  point 
de  la  multiplicité  (-)  entraîne  la  symétrie  des  r^;-^  relativement 
aux  indices  /^  et  s. 

Soit  en  efïet  x''  le  système  géodésique  en  P  (existant  par  hypo- 

(')  Les  bases  s'en  trouvent  dans  m  ne  série  de  notes  successives  aux  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  :  1922.  i"  sem.,  t.  174,  p.  4^7,  ôg'i,  734,  867, 
iio4;  ces  notes  ont  été  développées  dans  le  Mémoire  suivant  :  Sur  les  variétés  à 
connexion  affine  et  la  théorie  delà  Relativité  généralisée  {Ann.  Éc.  Norm.y 
1928,  t.  XL,  p.  325,  et  1924,  t.  XLI,  p.  i). 

(^)  Naturellement,  le  système  géodésique  n'est  géodésique  que  pour  le  point 
auquel  il  correspond,  mais  on  suppose  qu'à  chaque  point  est  attaché  un  tel  sys- 
tème. 


l66         CALCUL   TENSORIEL.    APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    ET    MÉCANIQUES. 

thèse),  considérons  un  point  voisin  P',  de  coordonnéçs  x'-  +  dx'-^ 
le  déplacement  parallèle  d'un  vecteur  de  P  en  P'  est  alors  carac- 
térisé par  les  équations 

lnP|P')-ï'(l'i- 

Mais  d'autre  part  si  nous  passons  de  ce  système  géodésique  à  un 
autre  quelconque  x^^  nous  aurons 

T'"(P)  =  xKP)^''(P), 
"F^-(P|P')=^'-(P')e'"(P|P')=  [^î-fP) -+-<,( P)^^-^- -4-...  1?'-(P|P'). 

D'où,  en  portant  dans  les  relations  précédentes  et  en  ne  tenant 
compte  que  des  termes  du  premier  ordre^ 

xi  Ç'-  (  P  1  P'  )  =  X',  ?'•(  p  i  —  '^'rs  Ç''  (  P  )  dx'y 

ce  qui  devient,  en  multipliant  les  deux  membres  par  x'i  (avec 
sommation  par  rapport  à  /), 

'^i^{V\V')='^f^{V)~x[,x'l\>-{P)dx». 

Nous  sommes  donc  conduits  à  poser 

formule  qui  met  bien  en  évidence  la  symétrie  en  question. 

Les  conditions  posées  par  M.  Weyl  dans  ses  travaux  :  existence 
d'un  système  géodésique  en  un  point  et  loi  de  commutativité  sont 
donc  entièrement  équivalentes  (*  ). 

Or,  comme  le  fait  remarquer  M.  Cartan  au  début  de  son  Mémoire 
des  Annales  de  P  Ecole  Normale^  on  ne  voit  pas  très  bien  la  né- 
cessité logique  de  l'existence  d'un  système  géodésique  et  l'on  peut 
en  dire  autant  de  la  loi  de  commutativité. 

Montrons  donc,  d'après  les  idées  de  M.  Cartan,  comment  s'in- 
troduit cette  loi  de  symétrie  et  quelle  est  sa  signification  précise. 

Supposons  définie,  comme  nous  l'avons  fait  au  n"*  104,  la  notion 
de  connexion  affine  entre  les  multiplicités  tangentes  en  deux  points 
voisins  P  et  P'  par  les  formules 

Ç'(P  I  P')  =  Ç''(P)  "  P!/.(P )  ?n;P)  dx^. 


(')  Nous  avons  vu  en  effet,  au  n°   110,  que  la   loi   de   commutativité   entraîne 
Texistence  d'un  système  géodésique  en  un  point  déterminé. 
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les   coefficients  F',.,  n'étant  assujettis  pour  le  moment   à  aucune 
condition    de    symétrie.    Ces    relations   permettent   le   repérage^ 
l'un  par  rapport  à  l'autre,  des  espaces  affins  tangents  aux  points  P 
cfP'. 

11  est  en  effet  naturel  de  prendre  pour  coordonnées  relatives 
du  point  P'  par  rapport  au  point  P  les  différences  dx^  des  coor- 
données de  ces  deux  points  (').  Supposons  maintenant  un  troisième 
point  P",  repéré  par  rapport  au  point  P^^et  de  coordonnées  rela- 
tives ô^' par  rapport  à  ce  point.  Pour  le  repérer  par  rapport  au 
point  P,  nous  transporterons  par  déplacement  parallèle  le  vec- 
teur (P'  P')  de  P'  en  P  et  nous  ajouterons  les  composantes  du 
vecteur  déplacé  aux  coordonnées  relatives  dx^  du  point  P'.  (Ce 
sont  au  fond  lés  opérations  que  l'on  fait  pour  effectuer  les 
changements    d'axes   de   coordonnées   en  géométrie  classique.) 

En  procédant  ainsi  de  proche  en  proche,  nous  pourrons  repérer 
un  point  quelconque  de  la  multiplicité  et  lui  donner  des  coor- 
données relatives  par  rapport  à  un  point  fixe  pris  comme  point 
initial.  Naturellement,  ce  repérage  dépendra  en  général  des  points 
intermédiaires,  c'est-à-dire  du  chemin  choisi  pour  joindre  les  deux 
points. 

Il  est  facile  d'établir  les  formules  donnant  ces  coordonnées 
relatives^  dans  le  cas  où  le  point  que  l'on  veut  repérer  reste  dans 
l'entourage  immédiat  du  point  initial. 

Considérons  en  effet  deux. points  Pq  et  P|  de  la  multiplicité, 
reliés  par  un  certain  arc  de  courbe  ;  nous  supposerons  que  les 
coordonnées  du  point  Py  sont  nulles  et  que  le  long  de  l'arc  en 
question  les  valeurs  absolues  des  coordonnées  restent  inférieures 
à  un  nombre  fixe  très  petit  s.  Nous  nous  proposons  de  repérer  le 
point  Pq  par  rapport  au  point  P«.  Pour  cela,  soit  P  un  point  quel- 
conque de  l'arc  Pq  P|  de  coordonnées  :r',  supposons  que  nous 
ayons  repéré  Pq  par  rapport  à  P  et  soient  a'  les  coordonnées  rela- 
tives que  nous  avons  été  amenés  à  lui  donner.  Passons  du  point  P 
à  un  point  très  voisin  P'  de  coordonnées  x'^  +  dx'  et  soient  a'  -f-  <ia' 
les  coordonnées  relatives  dePo  par  rapport  à  P'.  Nous  obtiendrons 


(')  M.  Cartan  prend  d'une  façon  plus  générale  pour  coordonnées  de  P'  par 
rapport  à  P  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  des  dx\  cela  ne  modifie 
pas  essentiellement  ce  que  nous  avons  à  dire. 
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ces  dernières  en  transportant  par  déplacement  parallèle  le  vecteur 
de  composantes  n!  de  P  en  P'  et  en  ajoutant  aux  composantes  du 
vecteur  ainsi  déplacé  les  coordonnées  relatives  —  dx^  de  P  par 
rapport  à  P'  ;  ceci  nous  conduira  aux  équations 


(38) 


dy.i 


dx^ —  l^!/.f  «''  dx^ . 


On  en  déduit  de  suite  pour  les  coordonnées  relatives  de  P„ 
par  rapport  à  P| 

(39)  (aOn)  =  —   f     dx^—   f     Ti,,W  dx-\ 

•^r.  p.  1/ p.  p. 


0  "l 


PoPi 


Ces  relations  sont  des  équations  inté^ales  d'où  nous  allons  tirer 
approximativement  la  valeur  des  (a')(,)  en  tenant  compte  du  fait 
que  l'arc  Pq  Pj  est  très  petit. 

Sods  le  signe  d'intégration,  les  quantités  T'rs  et'  à'"  sont  prises 
au  point  courant  P,  on  aura  donc  en  les  développant  au  voisinage 
de  Po 


*■  .is  —  K'-  .rs } 


(0)' 


c/x' 


X'-^   H  £2, 


(en  tenant  compte  naturellement  de  la  relation  (38)  et  du  fait  que 
les  a'  s'annulent  évidemment  en  Pq). 
On  a  alors 

Supposons  maintenant  le  contour  fermé  et  Pi  coïncidant  avec 
Pq,  nous  aurons  (aux infiniment  petits  du  troisième  ordre  près) 


(«0(1)=  (r 


»y  c. 


x'^  dx% 


ce  qui  peut  encore  s'écrire,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  souvent, 

(4o)  (3t)';n=   ^  [r.V,-  r^,.](0)     f  X'dx^—X-'dx'\ 

Ces  formules  définissent  ainsi  le  repérage  du  point  P©  par 
rapport  à  lui-même  lorsqu'on  prend  comme  intermédiaires  une 
série  de  points  échelonnés  sur  le  contour  G. 
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La  condition  de  symétrie  r;,.y=:P^;-  exprime  donc  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  coordonnées  relatives 
(a')(,)  soient  nulles  quel  que  soit  ïe  contour  C. 

Tel  est  le  sens  précis  de  la  condition  imposée  aux  espaces  de 
Weyl. 

Si  au  contraire  nous  ne  faisons  aucune  hypothèse  restrictive 
sur  les  composantes  de  la  connexion  affine,  les  (a')(i)  ne  seront 
pas  nulles  en  général  et  les  formules  qui  les  donnent  montrent 
immédiatement  que  les  quantités  V[ y^  ^-  T\sr  sont  les  composantes 
mixtes  d'un  tenseur  du  troisième  ordre  (*). 

114.  Le  tenseur  de  torsion.  —  Nous  pourrons  alors  poser 

yi  ri    -=  o  T' 


(4i) 

f    *■  .rs~^  '■.sr—  ^l.rs} 

ce  qui  donnera 

(42)  Ttrs-^T:^^s^trs' 

Le  tenseur  T.Vj  (symétrique  gauche  par  rapport  aux  indices  r 
el  s)  caractérisera,  d'après  M.  Gartan,  la  torsion  de  l'espace  con- 
sidéré. 

Quant  aux  quantités  y'^'rs^  elles  obéiront  à  la  loi  de  symétrie 
droite 

(43)  try^yir. 

mais  ne  présenteront  pas  le  caractère  tensorièl  (sauf  naturellement 
vis-à-vis  des  changements  de  variables  linéaires). 

On  pourra,  dans  ces  espaces  à  torsion,  introduire  exactement 
comme  nous  l'avons  fait  plus  haut  la  notion  de  connexion  métrique, 
et  en  efTectuantla  fusion  entre  ces  deux  connexions,  on  démontrera 
que  la  donnée  arbitraire  des  composantes  cp'  de  la  connexion 
métrique,  jointe  à  celle  des  composante.:  T^^j  du  tenseur  de 
torsion^  détermine  entièrement  les  composantes  de  la  connexion 


(')  On  vérilierait  immédiatement  du  reste  sur  les  formules  (8)  (dont  la  dér 
monstration  ne  s'appuie  pas  sur  lu  loi  de  tommutativité)  que  ces  expressions 
présentent  bien  le  caractère  tensoriel. 
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affine  par  les  formules 


(44)       r,,7,: 


I   /  dgi,        d^ks        à^i,, 


ôxl^ 


dx^ 


dx^ 


-+-  -  V^/.v®>tH-  gks^i—  gik^s  I  -f-  T/,,-,-H-  T//,,--h  T,./Ar. 


Les  espaces  de  M.  Wejl  apparaissent  alors  comme  un  cas  par- 
ticulier des  espaces  de  M.  Gartan  qui  comprennent  aussi  a  for- 
tiori  les  espaces  riemanniens  et  les  espaces  euclidiens. 

Enfin,  nous  citerons  encore  pour  terminer,  dans  un  ordre  d'idées 
analogue,  un  Mémoire  de  J.  A.  Schouten  (^Math.  Zeitsclirift 
t.  XIII,  1922)  et  des  travaux  encore  en  cours  de  publication  de 
P.  Dienes  |  Sur  la  structure  mathématique  du  Calcul  tenso- 
riel  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  t.  III, 
1924)]. 


CHAPITRE  VII. 

APERÇUS  DE  GÉOMÉTRIE  CAYLEYENNE. 


Nous  voudrions  dans  ce  Chapitre,  qui  forme  en  quelque  sorte  un  appen- 
dice à  cette  première  Partie,  exposer  quelques  considérations  d'ensemble 
et  dire  un  mot  à  titre  d'exemple  des  Géométries  non  euclidiennes  générales 
sous  la  fol-me  qui  leur  a  été  donnée  par  les  travaux  de  Gayley. 


I.  ~  CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES. 

115.  Géométrie.  Édifice  géométrique.  Schéma.  —  On  donne  com- 
munément le  nom  de  géométrie  à  un  ensemble  formé  de  sciences  parfois 
bien  différentes  parmi  lesquelles  on  peut,  à  notre  avis,  distinguer  trois 
concepts  distincts  auxquels  nous  donnerons  les  noms  respectifs  de  «  géo- 
métrie »,  «  édifice  géométrique  «  (ou  encore  édifice  logique)  et  «  schéma 
géométrique  ». 

La  «  géométrie  »  sera  pour  nous  la  science  de  la  mesure  expérimentale  des 
longueurs  ;  elle  porte  sur  l'univers  dans  lequel  nous  vivons,  elle  en  est  la 
géodésie.  Basée  sur  des  expériences  physiques,  elle  est  un  chapitre  de'  la 
physique,  science  dans  laquelle  elle  prend  une  place  de  plus  en  plus  pré- 
pondérante Sous  la  dépendance  de  nos  sens  et  de  nos  instruments,  elle 
devra  cependant  se  dégager  des  erreurs  d'observation  et  tendre  vers  des 
énoncés  précis,  non  approximatifs  comme  ses  bases. 

Un  (i  édifice  géométriques  sera  une  science  abstraite,  comme  l'algèbre, 
une  pure  succession  de  syllogismes.  Fruit  de  la  seule  pensée  d'un  savant, 
elle  n'est  justifiable  que  des  règles  de  la  logique  formelle,  elle  est  indé- 
pendante et  de  Texpérience  et  des  représentations  que  l'on  peut  donner  de 
ses  concepts. 

Un  €  schéma  géométrique  >y  sera  une  représentation  concrète  d'un  édifice 
géométrique,  un  support  pour  les  raisonnements.  Un  schéma  n'est  ni  vrai 
ni  faux,  il  est  seulement  plus  ou  moins  commode.  Il  faut  se  garder  de  le 
confondre  avec  une  géométrie,  il  n'existe  que  dans  notre  imagination  et  il 
peut  atteindre  la  même  perfection  que  l'édifice  logique  qu'il  représente. 
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La  géométrie  est  donc  objective,  autant  que  la  science  peut  i*êlre,  l'édi- 
fice logique  et  le  schéma  subjectifs. 

Le  tableau  suivant,  qui  groupe  quelques  exemples,  précisera  pour  le  lecteur 
le  sens  que  nous  donnons  à  ces  mots. 


NOUVEAU    TERME. 


Édifice  logique 
^Raisonnement.) 


Schéma. 

(Représentation 

spatiale.) 


Géométrie, 
(Science  expérimentale.) 


ANCIEN   TERME. 


A  Igèbre. 

Exemples  : 

Edifice  euclidien  à 
points  cycliques 
imaginaires. 

Édifice  euclidien  à 
points  cycliques 
réels. 


Édifice  cayleyen. 
2  i 


K  = 


Edifice  cayleyen. 


R 


Étude  d'une  forme 
quadratique  de  dif- 
férentielles. 


Géométrie. 


Gépmétrie  euclidienne 
ordinaire. 

Géométrie  hyperbo- 
lique spéciale. 

Géométrie  cayleyen  ne 
à  absolu  pseudo- 
réel. 

Géométrie  non  eucli- 
dienne de  Riemann. 

Géométrie  sphérique. 

Géométrie  cayleyenne 
à  absolu  réel. 

Géométrie  non  eucli- 
dienne de  Lobat- 
schewsky  et  Bolyai. 

Schéma  de  Poincaré 
dans  le  plan  de  la 
variable    complexe. 

Géométrie  sur  une 
surface  à  courbure 
constante    négative. 

Géométrie  sur  une 
surface  quelconque. 


Physicfue. 


Conception  de  l'Uni- 
vers de  Galilée - 
Newton. 

Espace-Temps  deMin- 
kowsky-Einslein. 

Univers  fermé  d'Eins- 
tein. 

Univers  fermé  de  De 
Sitter» 


r]space-Temps    de    la 
Relativité  générale;. 
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II.  -  L'ÉDIFICE  EUCLIDIEN  ET  SES  SCHÉMAS. 

116.  L'édiûce  euclidien.  —  La  géométrie  euclidienne  fut,  dans  ses 
origines  anciennes,  une  science  expérimentale  de  mesure  appliquée  à  la 
surface  terrestre,  une  véritable  v.  géométrie  y>.  Ce  n'est  que  peu  à  peu 
qu'on  se  préoccupa  d'en  tirer  un  édifice  logique. 

Avant  le  xix*  siècle,  deux  noms  dominent  son  étude,  celui  d'Euclide  et 
celui  de  Descartes  et  chacun  marque  une  étape  de  la  science. 

Euclide  codifia  le  premier  l'édifice  logique  de  la  géométrie  pure,  sous  la 
forme  qui  subsiste  encore  aujourd'hui  ;  ses  Eléments  constituent,  à  la  fois 
un  édifice  logique  et  un  schéma  que  son  génie  a  su  dégager  de  la  géométrie, 
au  seïis  que  nous  donnons  ici  à  ce  mot. 

Descartes,  établissant  un  lien  entre  les  concepts  géométriques  et  les 
concepts  algébriques,  a  montré  qu'on  pouvait  développer  analytiquement 
toute  la  géométrie  sans  faire  aucune  figure,  sans  faire  correspondre  aux 
éléments  algébriques  aucune  représentation  spatiale  ;  il  a  séparé  l'étiifice 
logique  du  schéma. 

Un  exposé  simple  et  impeccable  de  la  géométrie  euclidienne  renversera 
aujourd'hui  ces  deux  étapes.  Bornons-nous  à  la  géométrie  plane. 

Nous  conviendrons  d'appeler  [point]  tout  système  de  deux  nombres  x^y^ 
[droite]  l'ensemble  des  [points]  dont  les  coordonnées  vérifient  une 
équation  linéaire,  [distance]   de  deux  [points]  x^y^  et  a?',  y'  la  quantité 

sj \x  —  x'Y-v-i^y — 7')',    [angle]    de  deux   [droites]    d'équations 
y  =  mx-v-  n         et        y  •=.  m'x  -+-  n' , 

le  nombre  V  défini  à  r,  près  par  la  formule  tane  V  =  ;>  etc. 

^       ^  o  1  -(_  fnm 

Entre  d'autres  termes,  nous  ferons  de  l'algèbre  pure,  en  prenant  comme 

bases  des  définitions  conventionnelles  calquées  sur  celles  de  la  géométrie 

euclidienne  classique.  Nous  nous  cfi*orceron8  naturellement  de  n'irjtroduire 

que  des  définitions  compatibles  et  aussi  d'en  réduire  le  nombre  au  minimum. 

Nous  bâtil'on's  ainsi  peu  à  peu  Védijlce  euclidien. 

117.  Le  schéma  euclidien  classique.—  Il  est  maintenant  facile  de 
donner  un  schéma  de  cet  édifice  logique.  Appelons  point,  droite,  dislunces 
angle,  etc.  (sans  crochets)  les  éléments  que  la  géométrie  classique  désigne 
de  ce  nom  et  dont  tout  homme  se  fait  une  représentation  spatiale  et 
convenons  qu'un  [point]  est  représenté  par  un  point  (dont  x  gX,  y  sont  les 
coordonnées  cartésiennes),  une  [droite]  par  une  droite,  etc.;  nous  obtien- 
drons ainsi  une  rcprésenlatioi.  spatiale  concrète  des  théorèmes  énoncés 
dans  l'édifice  euclidien. 

Ce  schéma  n'est  du  reste  pas  le  seul  qui  puisse  servir  à  cette  repré- 
sentation ;  si  nous  le  soumettons  en  eiïet  à  une  transformation  birationnelle 
quelconque,  nous  en  déduirons  un  autre  schéma  dans  lequel  la  (droite]  de 
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l'édifice  logique  sera  représentée  par  une  courbe,  la  [distance]  par  une 
fonction  plus  ou  moins  compliquée  des  deux  [points]  et  ce  schéma  pourra 
servir  au  même  titre  que  le  premier  (avec  peut-être  plus  ou  moins  de 
commodité)  de  support  aux  raisonnemenls  de  l'édifice  logique  euclidien. 

Pour  en  donner  un  exemple,  soumettons  le  schéma  euclidien  classique  à 
une  transformation  homographique.  Une  [droite]  sera  encore  représentée 
par  une  droite  du  nouveau  schéma,  par  contre  une  [circonférence]  sera 
représentée  par  une  conique  passant  par  deux  points  particuliers  qui  sont 
les  co^-respondants  des  [points  cycliques].  Nous  n'avons  plus  immé- 
diatement la  représentation  de  la  [distance]  ni  celle  des  [angles],  mai^  il 
est  facile  de  les  retrouver  en  partant  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
[points]  en  [ligne  droite]  qui  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  représentatifs. 

Dans  le  schéma  euclidien  classique,  pour  mesurer  une  longueur,  il  faut 
chercher  à  la  reconstituer  à  l'aide  d'une  unité  de  longueur  préalablement 
donnée  ou  à  l'aide  de  ses  parties  aliquotes.  Il  faut  donc  savoir  déplacer 
cette  unité.  Nous  sommes  donc  conduits  à  étudier  les  déplacements  dans 
notre  nouveau  schéma. 

A  la  droite  de  l'infini  du  schéma  euclidien  classique,  correspondra  ici 
une  droite  quelconque  A,  portant  les  homologues  I  et  J  des  points  cy- 
cliques. Deux  [droites  parallèles]  seront  représentées  par  des  droites  con- 
courantsur  la  droite  A.  Ceci  posé,  soit  AB  l'unité  de  longueur  arbitrairement 
donnée  dans  une  de  ses  positions  ;  une  [translation]  sera  une  opération 
l'amenant  dans  une  position  A'B'  telle  que  la  figure  ABB'A'  représente  un 
[parallélogramme]  ;  une  [rotation]  (à  partir  de  cette  nouvelle  position) 
autour  du  [point]  A'  sera  une  opération  l'amenant  dans  une  troisième 
position  A'  B"  telle  que  V>"  soit  sur  la  [circonférence]  de  [centre]  A'  qui 
passe  par  le  [  point]  B'.  Cette  [circonférence]  est  ici  représentée  par  une 
conique  tangente  en  f  et  J  aux  deux  droites  A'  I  et  A'  J  et  passant  de  plus 
par  le  point  B'.  On  sait  que  ce  sont  là  cinq  conditions  linéaires  détermmant 
de  façon  unique  la  conique.  Un  [déplacement]  général  sera  composé  de 
[translations]  et  de  [rotations]  successives. 

Pour  obtenir  la  représentation  de  la  [distance]  de  deux  [points]  M  et 
M',  on  commencera  par  [déplacer]  l'unité  de  longueuj  de  façon  à  l'amener 
en  MP  sur  la  {droite]  MM'. 

Si  l'on  avait  effectué  les  mêmes  opérations  dans  le  schéma  euclidien  clas- 
sique, la  distance  (au  sens  ordinaire  du  mot)  aurait  encore  pu  être  définie 
comme  la  valeur  absolue  du  rapport  anharmonique  des  quatre  points  M', 
P,  M,  Q,  ce  dernier  point  étant  le  point  à  Tinfini  de  la  droite  MM'.  Celte 
définition  peut,  sous  cette  forme,  se  transcrire  ici  et  la  [distance]  sera 
représentée  dans  le  nouveau  schéma  par  la  valeur  absolue  du  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  M',  P,  M,  Q,  ce  dernier  étant  le  point  de 
rencontre  de  la  droite  MM'  avec  la  droite  A. 

De  même,  1'  [an^ie  |  de  deux  [droites]  D  et  D',  issues  d'un  [point]  M, 
sera  donné  au   mo\e!i   des  éléments   du   schéma    |)ar   la    formule    (^déduite 
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de  celle  de  Laguerre) 

[dD'I  =  V  = -^log(]VH,  MJ-,.D,  D'). 


Il 


Cet  [angle]  V  est  défini  à  un  multiple  de  it  près,  il  n'est  indéterminé 
que  si  les  droites  D  et  D'  passent  toutes  deux  par  l'uni  des  points  I  et  J, 
c'est-à-dire  si  elles  représentent  des  [droites  isotropes]  (^). 

H8.  L'édifiée  euclidien  hyperbolique. —  On  construit  généralement 
les  schémas  de  telle  sorte  que  les  éléments  réels  de  l'édifice  logique  y 
soient  représentés  par  des  éléments  réels.  Ceci  n'a  du  resté  riicn  d'essentiel 
et  en  particulier  on  pourrait  prendre  des  schémas  de  l'édifice  euclidien  où 
les  [points  cycliques]  seraient  représentés  par  des  points  réels.  L'étude  de 
tels  schémas  est  par  elle-même  très  intéressante,  car  eile  correspond, 
dans  un  cas  particulier,  à  celle  du  schéma  dû  à  Minkowsky-Einstein  de 
l'univers  de  la  relativité  restreinte;  aussi,  nous  préférerons,  pour  la  pour- 
suivre, rétablir  la  correspondance  entre  les  éléments  réels  en  modifiant 
légèrement  l'édifice  logique  lui-même. 

Nous  supposerons  que  les  points  représentatifs  des  [points  cycliques] 
soient  réels  et  situés  à  l'infini  dans  deux  directions  rectangulaires  (aux- 
quelles les  axes  de  coordonnées  seront  parallèles)  et  nous  définirons,  sur 
le  schéma  lui-même,  les  notions  d' [angles]  et  de  [distance]  par  les  formules 


(0 


[MM']  =  (M',  P,  M,  Q), 

[dD  ]  =7log(MI,  MJ,  D,  D). 


Celles  ci  sont  calquées  sur  celles  du  paragraphe  précédent,  seul  dans  la 
seconde  le  coefficient  i  a  été  supprimé  pour  rétablir  la  correspondance 
entre  la  réalité  des  éléments.  Ces  formules  transposées  dans  l'édifice  logique 
y  donneront,  pour  définir  la  [distance]  et  l'  [angle],   les  formules 


(')  Il  est  à  remarquer  que  dans  i'é<iifice  euclidien  les  notions  de  [dislance  | 
et  d' [angle]  jouent  des  rôles  différents;  alors  que  la  notion  d' [angle]  résulte  de 
la  seule  donnée  dans  lé  schéma  des  points  cycliques,  celle  de  [distance  ]  nécessile 
en  plus  une  unité  de  longueur.  Nous  trouverons  plus  loin  un  édifice  géomé- 
trique dans  lequel  ces  deux  notions  joueront  des  rô,'-cs   entièrement  symétriques. 

On  aurait  pu  aussi,  dans  le  même  ordre  d'idées,  soumettre  le  schéma  euclidien 
classique  à  une  transformation  dualistique,  on  aurait  enclore  obtenu  un  autre 
schéma' de  l'édifice  euclid'ien  dans  lequel  ces  roks  auraient  été  échanges. 

(^)  Le  point  I  désigne  le  point  à  l'infiui  de  la  direction  oy,  J  celui  de  la  direc- 
tion ox. 


176         CALCUL   TENSORIEL.    APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES    ET   MÉCANIQUES. 

OÙ  a?,  j/ ;  ic',  jk' sont   naturellement  les  coordonnées  des   points  M  et  M', 
m  et  m'  les  coefficients  angulaires  des  droites  D  et  D'. 

Nous  obtiendrons  ainsi  l'édifice  logique  pseudo-euclidien  ou  encore 
hyperbolique;  nous  n'approfondirons  pas  ici  son  élude  et  nous  nous  con- 
tenterons de  renvoyer  le  lecteur  à  un  Ouvrage  déjà  cité  (E.  BoRELy  Intro- 
duction géométrique  à  quelques  théories  physiques). 


III.  —  LES  ÉDIFICES  GÉOMÉTRIQUES  CAYLEYENS. 
L'ÉDIFICE  GÉOMÉTRIQUE  CAYLEYEN  A  ABSOLU  PSEUDO-RÉEL. 

119.  Définitions  générales.  —  Nous  allons  examiner  maintenant  un 
édifice  géoniétrique  dû  à  Gayley  dans  Jequel  il  y  a  dualité  complète  entre 
les  notions  d'angle  et  de  distance.  Nous  développerons  cet  édifice  en  même 
temps  qu'un  de  ses  schémas  que  nous  appellerons  le  schéma  cayleyen  clas- 
sique. 

Le  schéma  aura  pour  support  un  plan  dans  lequel  nous  tracerons  une 
conique  que  nous  appellerons  Vabsolu. 

Par  définition  un  [point]  de  l'édifice  logique  sera  représenté  par  un  point 
du  schéma  (i).  Etant  donnés  deux  points  M  et  M'  du  schéma,  soient  P  et 
Q  les  points  où  la  droite  qui  les  joint  coupe  l'absolu,  nous  appellerons 
[distance]  des  deux  [points]  M  et  M'  correspondants  la  quantité 

(-2)  [MM']=llog(M,  M',  P,  Q).' 

De  même,  une  [droite]  de  l'édifice  logique  sera  représentée  par  une  droite 
du  schéma,  et  nous  définirons  1'  [angle]  de  deux  [droites]  D  et  D',  se  cou- 
pant en  O,  par  l'expression 

(3)  [D^']=^Iog(D,  D',  Ofi,  Of.'), 

0;i  et  OfJi.'  étant  les  deux  tangentes  menées  du  point  O  à  l'absolu. 

K  et  K'  sont  deux  constantes  numériques  arbitraires,  nous  les  choisirons 
en  particulier  de  telle  sorte  qu'à  des  éléments  réels  du  schéma  corres- 
pondent des  [distances]  et  des  [angles]  réels. 

Ces  définitions  mettent  bien  en  évidence  la  symétrie  que  nous  avons 
signalée  plus  haut  entre  les. notions  d'  [angle]  et  de  [distance]. 

Nous  ne  développerons  pas  la  théorie  dans  l'espace,  les  définitions  seraient 
analogues  et  l'on  en  trouvera  une  remarquable  étude  dans  les  Principes  de 
Géométrie  Analytique  de  Darboux. 

(*)  Il  est  bien  entendu  que  les  mots  que  nous  plaçons  entre  crochets  se  rap- 
portent aux  êtres  de  nature  purement  algébrique  de  rédifice  logique;  au  contraire, 
les  mots  sans  crochets  gardent  leur  signification  euclidienne.  Nous  repré- 
senterons aussi  par  la  même  lettre  les  êtres  correspondants  de  l'édifice  logique 
et  du  schéma,  ce  qui  ne  risque  de  créer  aucune  confusion. 
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Dans  le  plan,  nous  distinguerons  deux  cas  suivant  la  nature  de  l'absolu  : 
1°  L'absolu  est  une  conique  imaginaire    à    équation    réelle  (ce  que    nous 

appellerons  une  conique /?5«?Mrfo-/"e;e//e)  ;  la  géométrie  s'étend  alors  à  tout 

le  plan  du  schéma  ; 
2"  L'absolu  est  une  conique  réelle  convexe  ;  comme  nous  le  verrons  par 

la  suite,  le  schéma  ne  comprendra  que  les  points  à  son  intérieur. 

Pour  des  raisons  que  nous  verrons  plus  tard,  on  ne  considère  pas  les  cas 
où  la  conique  serait  à  équaiion   imaginaire  ou  bien  ne  serait  pas  convexç. 

120.  L'édifice  Cayleyen  à  absolu pseudo-réeL  —  Soit/(a7,jK,  z)  =  6 
l'équation  de  l'absolu  (en  coordonnées  cartésiennes  homogènes  ou  même  en 
coordonnées  trilinéaires)  ;  la  forme  quadratique/ sera  ici  supposée  définie 
positive.  Soient  deux  points  réels  du  schéma  M  et  M'  de  coordonnées 
respectives  oc, y,  z  et  x',y\  z\  un  point  quelconque  de  la  droite  qui  les 
joint  aura  des  coordonnées  de  la  {ovrae'x -^-Xx^y -\-\y\  z -\-\z'  et  les 
X  des  points  P  et  Q  d'intersection  de  cette  droite  a.vec  l'absolu  sont 
donnés  par  l'équation  du  deuxième  degré 

f{x-^lx')^f{x)-^i\f{x\x-)-^\'^f{x')=.o     (V). 

Si  )vi  et  Xo  en  sont  les  racines,  le  rapport  anharmohique  p  des  quatre 
points  M,  M',   P,  Q  est  égal  à  ~-t  on  a  donc 


Àj        X2        Xi -f-  A2  y'AjX 


P  1  I  -F-  p  ^/p 

ce  qui  s'écrit  encore 

4p  J\^)f\^')' 

Les  racines  Xi  et  Xj  étant  certainement  imaginaires,  le   second  membre 
de  cette  équation  est  compris  entre  o  et  i  et  nous  pouvons  poser 

f{x\x') 


s/f{x)f{x') 


=  cosa 


«  étant  un  angle  réel,  qu'on  peut  supposer  compris  entre  o  et  tc. 
L'équation  en  p  se  transforme  en  la  suivante 

p2 2p  C0S2a  -f- 1  =  o, 

et  donne 

p  =  cos2a  liz  i  sin^a  =  e**'"*. 

On  en  déduit  pour  la  [distance]  MM'  la  formule 

[MM']  =  -^  logp  =  — (d=  2ta-h  ihiT:). 


(')  Nous  représenterçns,  pour  abréger   l'écriture,    la  forme    quadratique    par 
f{x)  et  la  forme  polaire  par  /  (^cja?' ). 


APPELL.    —   V 


12 
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Si  Ton  veut  que  cette  dernière  soit  réelle,  on  prendra  pour  K  une  quan- 
tité imaginaire  pure  ;  nous  poserons 

Nous  obtiendrons  ainsi  la  formule  fondamentale  de  Gayley 

servant  de  définition  à  la  [distance]. 

Parmi  l'infinité  de  déterminations  qu'on  peut  en  tirer  pour  la  [distance] 
[MM'],  il  y   en  a  toujours  deux  (que  nous    dirons  principales)    qui    sont 

comprises  entre  O  et  ttRi  l'une  entre  O  et  -  irR,  l'autre  entre  -  itR  et  tcR  J. 

Si  les  [points]  M  et  M  se  déplacent  sur  la  [droite]  qui  les  porte,  la  plus 
grande  de  ces  deux  déterminations  ne  pourra  pas  dépasser  ttR.  La  [droite] 
oayleyenne  (dans  le  cas  de  l'absolu  pseudo-réel)  doit  être  regardée  comme 
une  ligne  fermée  de  [longueur]  ttR.  Deux  [points]  placés  sur  elle  la  par- 
tagent en  deux  segments,  dont  les  [longueurs]  sont  précisément  les  deux 
déterminations  principales  dont  nous  venons  de  parler  et  l'eiïsemble  de 
toutes  les  déterminations  de  la  [distance]  se  déduirait  de  celles-là  en  leur 
ajoutant  un  plus  ou  moins  grand  nombre  de  tours  sur  la  courbe  et  en  en 
changeant  au  besoin  le  signe. 

121.  [Distances]  orientées.  Relation  de  Chasles.  —  La  [distance] 
telle  qu'elle  vient  d'être  définie  par  les  deux  déterminations  principales 
est  la  [distance]  arithmétique  des  deux  [points].  Si  l'on  se  borne  à  l'étude 
<le  segments  portés  par  une  même  [droite],  il  est  possible  de  la  compléter 
par  une  notion  de  sens. 

Considérons  en  effet  trois  [points]  sur  une  [droite],  M,  M',  M",  on 
vérifie  immédiatement  la  relation 

(M,  m;,  P,  Q)(M',  M",  P,  Q)(■M^  M,  P,  Q)  =-4-i, 

P  et  Q  désignant  toujours  les  points  de  rencontre  de  la  droite  du  schéma 
avec  l'absolu . 

On  en  déduit  quMl  y  a  entre  les  [distances]  mutuelles  des  trois  [points] 
(sans  préciser  leurs  déterminations)  la  relation 

[MM']  ±  [M'M"]  dz  [M'M]  =  Nt:, 

tout  à  fait  analogue  à  la  formule  de  Chasles. 

On  pourra  alors  convenir  que  les  [distances]  sont  comptées  algébriquement 
et  sont  comprises  entre  —  -R  et-f-TrR  ;  on  choisira  arbitrairement  le  signe 
de  l'une  d'elles  (ce  qui  revient  à  orienter  la  [droite]),  et  Ton  déterminera 
ie  signe  des  deux  autres  par  la  coi\dition  que  la  relation  de  Chasles 

[MM'J -h  [M'M"]  +  [!M"M  ]  =  o 
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soit  vérifiée,    tout  à  fait  comme  on  ferait  pour  des  distances  comptées  aur 
un  cercle. 

12-2.  [Distance]  de  deux  [points]  infiniment  voisins. —   De  la  for- 
mule (  4)  on  tire 

MM']  _  f{x)f{x')-\f{x\x')Y 


(5.)  sinî 


R  ./(^)/(^') 


Si  l'on  revient  maintenant  aux  coordonnées  non  homogènes  (en  faisant 
z  =  z'=i  dans  la  foi^mule  précédente)  et  si  l'on  supposa  que  les  deux 
[points]  donnés  sont  infiniment  voisins  (c'est-à-dire  que  les  différences  de 
leurs  coordonnées  sont  infiniment  petites),  on  obtient  facilement  la  formule 
donnant  l'élément  linéaire  de  l'édifice  cayJeyen  sous  la  forme 

^  '  [A^,  y,  OP 

123.  [Angles]  cayleyens.  Formule  fondamentale  de  la  trigo- 
nométrie cayleyenne.  —  Soient  de  même  deux  [droites]  réelles  D  et  D', 
se  coupant  en  un  point  O;  les  tangentes  à  l'absolu,  OfJt  et  0|Jt.',  issues  du 
point  correspondant  du  schéma  sont  imaginaires  conjuguées  et  par  suite 
le  rapport  anharmonique  (D,  D',  0[jl,  0[jl')  est  un  nombre  complexe  de 
module  égal  à  l'unité  ;  nous  serons  donc  conduits  à  donner  à  la  constante  K'^ 
une  valeur  imaginaire  pure,  nous  la  prendrons  égale  à  2î  (de  façon  que 
les  [angles]  soient  déterminés  à  tt  près  comme  dans  l'édifie^  euclidien)  et 
lès  [angles]  cayleyens  seront  définis  par  la  formule 

(7)  [oiL)^J  =  i.log(D,  D',  O^t,  0(a'). 

Il  nous  sera  maintenant  facile  d'établir  la  formule  fondamentale  de  la 
trigonométrie  cayleyenne.  Soit  en  effet  un  [triangle]  ABC,  le  faisceau  des 
tangentes  A  [x  et  A  fx'  menées  du  point  A  à  l'absolu,  a  pour  équation 

Xq,  yof  Zq  étant  les  co(yrdonnées  du  point  A. 

Appelons  [3  et  y  les  deux  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  avec  le 
côté  BC  ;  r  [angle]  BAC  s'exprimera  à  Taide  du  rapport  anharmonique 
des  quatre  droites  AB,  AG,  A^,  Ay;  or  celui-ci  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique des  quatre  points  B,  G,  [i,  y,  si  bien  que  V  [angle]  BAG  pourra 
s'obtenir  par  application  de  la  formule  (4)  à  condition  d'y  faire  R  =  i  et 
d'y  prendre  pour  absolu  la  conique  ^  (ic,  y,  z)  =  o, 


Vf/(-^o)/(^i)-/n-^ol^t)][/(^o)/(^2)  -/H^J-^s)] 
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^lîj'ii  ^1  I  ^2,^2}  ^2  désignant  les  coordonnées  respectives  des  points   B 
et  C. 

En  comparant  cette  formule  avec  les  formules  (4)  et  en  désignant  par 
[a],  [b],  [c  ]  les  [longueurs]  des  côtés  du  triangle  et  par  [A],  [B],  [C]  les 
mesures  cayleyennes  de  ses  [angles],  on  obtient  par  un  calcul  facile  la  for- 
mule fondamentale  de  la  trigonométrie  cayleyénne  sous  la  forme 

(S)  cos  ~-i  =  cos  ~T^  cos  i-^  -hsini—sin^  cos[A]. 

Cette  formule  présente  une  similitude  remarquable  avec  la  formule 
fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique,  nous  en  verrons  sous  peu  la 
raison. 

124.  Lien  entre  l'édifice  cayleyen  (  à  absolu  pseudo-réel  )  et  la  géo- 
métrie non-euclidienne  de  Riemann.  —  C'est  un  fait  historique  bien 
connu  que,  dans  l'étude  des  fondements  de  la  géométrie  classique,  les  géo- 
mètres hésitèrent  longtemps  à  classer  le  postulatum  d'Euclide  parmi  les 
postulats  irréductibles  et  qu'ils  s'essayèrent  en  vain  à  en  trouver  des 
démonstrations. 

L'irréductibilité  de  ce  postulat  n'apparut  clairement  que  lorsque  divers 
géomètres,  dont  Lobatschewsky,  Bolyai  pt  Riemann,  réussirent  à  con- 
struire des  édifices  logiques  non  contradictoires  en  rejetant  ce  postulat  et 
quelques  autres. 

En  particulier,  Rieitiann,  rejetant  ce  postulat  d'Euclide  et  admettant  de 
plus  qu'une  droite  n'est  pas  toujours  déterminée  de  façon  unique  par  la 
donnée  de  deux  de  ses  points,  construisit  la  Géométrie  riemannienne. 

Nous  n  en  exposerons  pas  ici  le  développement  (^),  nous  nous  con- 
tenterons de  signaler  qu'on  y  rencontre  upe  formule  fondamentale  de 
trigonométrie  identique  à  la  formule  (8)  et  que,  partant  de  là,  il  est  facile 
de  montrer  que  l'édifice  logique  construit  par  Riemann  coïncide  avec 
l'édifice  cayleyen  à  absolu  pseudo-réel.  Tout  au  plus  pourrait-on  regarder 
la  géométrie  rieçuannienne  commp  lin  autre  schéma  de  l'édifice  cayleyen. 
Cela  ne  diminue  nullementrimporlance  de  Pun  des  édifices  car,  si  les  déve- 
loppements en  sont  les  mêmes,  les  bases  en  sont  profondément  différentes. 

125.  Schéma  sphérique  de  l'édifice  cayleyen  à  absolu  pseudo- 
réel. —  Construisons  dans  un  plan  II  portant  des  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  le  schéma  cayleyen  par  rapport  à  l'absolu 

(F)  JC2^-JK2+  R2=0       (2), 

(  '  )  Voir  à  ce  sujet  une  note  de  Poincaré  dans  le  Traité  de  géométrie  de  Rouchk 

et   COMBEROUSSE, 

(-)  Ce  choi'X  particulier  de  l'absolu  ne  diminue  pas  la  généralité,  car  on  peut 
toujours  s'y  ramener  en  soumettant  au  besoin  le  schéma  à  une  transformation 
homographique,  ce  qui,  comme  dans  le  cas  euclidien,  conduit  à  un  schéma 
équivalent. 
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et  traçons  une  sphère  S  de  centre  G,  de  rayon   R,  tangente  au   plan  en    O. 

A  tout  point  M  du  plan  n  nous  pouvons  faire  correspondre  les  deux 
points  m  et  nii^  où  la  sphère  est  coupée  par  la  droite  CM  ;  nous  considé- 
rerons plus  spécialement  celui  de  ces  points  (soit  m)  qui  est  le  plus  voisin 
du  point  0 

Le  cône  asymptote  de  S  (c'est-à-dire  le  cône  jsotrope  de  centre  C)  coupe 
le  plan  II  suivant  le  cercle  pseudo-réel  Y  qui  nous  sert  d'absolu.  A  une 
droite  D  du  plan  II  correspond  sur  la  sphère  uf  grand  cercle,  aux  points 
de  rencontre  de  D  avec  F  correspondent  les  points  de  rencontre  de  ce  grand 
cercle  avec  le  cône  isotrope  de  somiiret  G  ;  ces  deux  points  sont  les  points 
cycliques  de  la  direction  de  plan  GD.  Il  s'ensuit  immédiatement  que  la 
[distance]  cayleyenne  de  deiix  [points]  M  et  M'  est  égale  à  la  longueur  de 
l'arc  de  grand  cercle  reliant  sur  la  sphère  les  points  m  et  m'  correspondants. 

De  même,  à  une  droite  du  plan  11  tangente  à  l'absolu  corres[)ond  un 
grand  cercle  dont  le  plan  est  tangent  au  cône  asymptote  de  S  et  Ton  en 
con.clut  comme  précédemment  que  1' [angle]  cayleyen  de  deu\  [droites]  a 
même  mesure  que  l'angle  des  grands  cercles  qui  leur  correspondent. 

Ge  schéma  présente  l'avantage  de  conserver  aux  représentations  des 
notions  d'  [angle]  et  de  [distance]  un  sens  euclidien.  11  nous  montre  clai- 
rement pourquoi  l'univers  cayleyen  à  absolu  pseudo-réel  est  limite,  pour- 
quoi les  [distances]  n'y  sont  déterminées  qu'à  un  multiple  de  ttR  près  et 
aussi  pourquoi  la  formule  fondamentale  de  la  trigonoméli  ie  cayleyenne  se 
confond  avec  celle  de  la  trigonométrie  sphèrique  (i). 

126.  [Aires]  cayleyennes.  —  Étant  donné  un  triangle  infinitésimal  de 
sommets  M,  M',  M",  nous  prendrons  comme  définition  de  1'  [aire]  comprise  à 
son  intérieur  la  formule 

(9)  [A]=  -[M.M'][MM"-]sin[lVÎ'MM"J, 

les  éléments  figurant  dans  le  second  membre  ayant  naturellement  la 
signification  cayleyenne  des  [distances]  et  dés  [angles].  Les  considérations 
du  paragraphe  précédent  montrent  immédiatement  que  sur  le  schéma 
sphèrique  r  [aire]  cayleyenne  est  représentée  par  l'aire  (au  sens  euclidien 
du  mot)  de  la  portion  de  sphère  correspondant  au  triangle. 


(')  Il  est  cependant  à  remarquer  que  la  construction  du  schéma  sphèrique  de 
l'édifice  cayleyen  à  deux  dimensions  fait  appel  à  la  notion  que  nous  avons  de 
l'espace  euclidien  à  trois  dimensions.  Si  l'op  voulait  développer  l'ëdifice  cayleyen 
à  trois  dimensions,  to\it  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  schéma  cayleyen  classique 
subsisterait  sans  modifications  importantes  {voir  Darboux,  loc.  cit.)  alors  qu'au 
contraire  le  schéma  sphèrique  nous  ferait  ici  défaut.  Dans  un  ordre  d'idées 
analogues,  bien  qu'il  ne  s'y  agisse  pas  de  l'édifice  cayleyen,  on  pourra  se  re- 
porter aussi  à  l^rticle  suivant  :  R.  Thiry,  Sur  la  possibilité  de  se  représenter 
l'espace  fini  et  sans  bornes  de  la  théorie  de  la  relativité  {Rev.  gén.  des  Se, 
i5  avril  1922). 
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De  cette  définition  on  déduit  facilement  la  formule  permettant  d^évaluer 
une  [aire  i  quelconque.  Avec  le  système  de  coordonnées  que  nous  avons 
choisi  ici,  Télément  linéaire  de  l'édifice  cayleyen  est  donné  par  la  formule 

Un  calcul  facile  montre  que  Pélément  d'|  aire  |  correspondant  à  l'intérieur 
du  petit  rectangle  compris,  sur  le  schéma,  entre  les  droites  d'abscisses  x  et 
X  -f-  c/.r,  d'ordonnées  y  el y  -h  dy  a  i)our  expression 

(il)  (/a  =_- "— ,.  dx  dy     (  =  ). 

L'jaircj  con>prise  à  l'intérieur  d'un  domaine  quelconque  sera  alors 
fournie  par  la  valeur  de  l'intégrale  double 


// 


K^dxdy 


(,r.H-^2^ir-)2 


étendue  à  la  portion  du  schéma  correspondante. 

En  particulier  F  [aire]  d'un  triangle  quelconque  est  égale  au  produit 
par  R'  de  l'excès  sur  tt  de  la  somme  de  ses  [angles]  et  r[aire]  totale  du 
[plan]  cayleyen  est  finie  et  a  pour  valeur  ^ttR^. 

127.  Quelques  remarques  sur  les  schémas  cayleyens.  —  L'étude 
comparée  des  deux  schémas  va  nous  permettre  de  mettre  en  évidence  des 
propriétés  importantes  de  l'édifice  cayleyen  à  absolu  pseudo-réel.  Le  schéma 
classique  du  plan  II  présente  un  avantage  sur  le  schéma  sphérique  en  ce 
sens  qu'à  un  point,  de  l'édifice  logique  correspond  un  point  unique  du 
schéma  classique  et  au  contraire  deux  points  du  schéma  sphérique;  mais, 
comme  nous  allons  le  voir,  ceci  ne  va  pas  sans  entraîner  quelques  difficultés. 

Gomme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  l'espace  cayleyen  est  fini  (au  sens 
cayleyen  de  la  notion  de  [distance]),  les  points  du  schéma  classique  qui 
sont  à  l'infini  doivent  être  traités  sur  le  même  pied  que  les  autres.  Sur  le 
schéma  sphérique  du  reste,  ils  correspondent  aux  points  du  grand  cercle  H 
de  la  sphère  dont  le  plan  est  parallèle  à  11  et  ils  ne  se  distinguent  en 
rien  des  points  du  reste  de  cette  surface.  Supposons  maintenant  que  nous 

(')  Le  lecteur  pourra  traiter  sur  ce  rfs'  les  problèmes  qui  ont  fait  l'objet  du 
Chapitre  V.  Il  trouvera  naturellement  que  l'espace  cayleyen  a  une  courbure  con- 
stante positive,  égale  à  —  •  La  formule  ci-dessus  est  la  même  que  la  formule  (22) 

du  Chapitre  V,  définissant  l'espace  elliptique. 

{')  Ce  calcul  peut  être  edéctué  directement  en  partant  de  la  définition  de  l'aire 
triangulaire  cl<^mentaire  donnée  par  la  formule  (9);  mais  le  résultat  peut  égale- 
ment se  déduire  de  la  seule  considération  du  ds"^  en  appliquant  la  formule  clas- 
sique (  c/t  —  V  ^^  —  1''  dudv)  de  la  théorie  des  surfaces.  L'identité  des  résultats 
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donnions  au  [point]  M  un  déplacement  quelconque,  il  sera  naturel  de  dire 
que  le  déplôcement  est  [continu]  (au  sens  cayleyen  du  mot)  s'il  est  possible 
de  le  décomposer  en  déplacements  élémentaires  tels  que  la  [distance]  entre 
deux  positions  successives  quelconques  du  [point]  M  soit  petite.  Sur  le 
schéma  sphériquc,  à  un  déplacement  [continu]  (au  sens  cayleyen),  corres- 
pond évidemment  un  déplacement  continu  (au  sens  euclidien);  il  n'en  est 
plus  de  même  sur  le  plan  II  et  si  le  point  m  de  S  traverse  le  cercle  H,  le 
point  M  s'éloigne  à  Tinfini  et  en  revient  en  général  par  la  direction  opposée, 
lî  y  a  du  reste  plus,  traçons  autour  du  point  M  un  petit  contour  fermé 
portant  une  flèche  d'orientation,  il  lui  correspond  sur  la  sphère  deux 
petits  contours  tracés  autour  de  m  et  de  m^  et  dont  les  sens  d'orientation 
sont  différents  puisqu'ils  sont  symétriques  par  rappoVt  au  centre  G. 
Supposons  maintenant  que  le  point  M  se  déplace  dans  le  plan  en  entraî- 
nant son  petit  contour  et  qu'il  revienne  après  un  certain  parcours  à  sa 
position  de  départ.  Ceci  peut  avoir  lieu  de  deux  façons  différentes;  il  peut 
se  faire  que  le  point/??,  de  la  sphère  revienne  lui  aussi  à  sa  position  initiale 
et  l'ensemble  du  schéma  reprend  exactement  son  aspect  primitif;  au 
contraire,  iJ  peut  aussi  se  faire  que  le  point  m  revienne  coïncider  avec  la 
position  initiale  du  point  /??!  et  alors  le  sens  du  contour  entourant  M 
apparaît  comme  renversé  par  le  déplacement.  Il  est  évident  que  cette 
particularité  n'a  pu  se  présenter  que  si  le  point  m  a  traversé  le  cercle  H, 
c'est-à-dire  si  le  point  M  s'est  éloigné  à  l'infini  sur  son  schéma. 

Pour  reconnaître,  sur  le  seul  schéma  classique,  la  nature  des  déplace- 
ments, nous  distinguerons  le&  deux  côtés  du  plan  II  que  nous  représen- 
terons conventionnellement  par  n^  et  IT_  et  nous  considérerons  comme 
distincts  deux  points  géométriquement  confondus  mais  appartenant  à  des 
côtés  différents.  Nous  conviendrons  par  exemple  qu'à  celui  des  deux 
points  m  et  rui  le  plus  rapproché  de  O  correspond  le  point  M^.  et  à  l'autre 

le  point  M Nous  orienterons  de  même  chaque  côté  du  plan  au  moyen 

d'une  convention  uniforme  en  nous  plaçant  debout  sur  le  côté  considéré, 
il   en   résulte  que   le  sens  d'un  contour  portant   une   flèche   est   difl'érent 

suivant  qu'on  le  considère  comme  appartenant  à   D_^.  ou  à  II Dans  le 

déplacement  que  nous  avons  considéré  plus  haut  en  deuxième  lieu,  tout  se 
passe  comme  si  le  point  M^_  était  revenu  en  M_,  le  sens  d'orientation  du 
contour  n'ay^ant  pas  changé. 

obtenus  par  ces  méthodes  est  évidente  puisque  nous  avons  trouvé  un  schéma 
sur  lequel  les  notions  de  [distance]  et  d' [angle]  cayleyens  correspondent  à  la 
distance  et  à  l'angle  euclidiens.  Au  fond,  cette  concordance  lient  à  ce  que  la 
géométrie  cayleyenne,  de  même  que  toutes  celles  que  nous  avons  considérées 
dans  le  corps  de  cet  Ouvrage,  est  euclidienne  dans  Vinfiniment  petit.  Il  s'en- 
suit qu'en  géométrie  cayleyenne  les  notions  d'angle  et  de  distance  ne  sont  en 
réalité  pas  indépendantes,  la  donnée  de  la  seule  notion  de  distance  entraîne  celle 
de  l'angle  et  ce  qui  est  précisément  remarquable  au  plus  haut  point  dans  la  géo- 
métrie cayleyenne  c'est  qu'on  ait  pu  choisir  une  définition  de  la  dislance  (jui  soit 
Corrélative  de  celle  de  langlc  qui  en  découle  naturellement. 
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Ceci  est  la  caractéristique  des  surfaces  unilatères.  Nous  pourrons  alorà 
imaginer  que  le  plan  II'  a  un  bord  à  l'infini  et  qu'on  a  raccordé  entre  eux 
chaque  couple  de  points  de  ce  bord  pris  dans  des  directions  opposées  (i). 
Nous  appellerons  El'  la  surface  ainsi  modifiée  et  c'est  elle  que  nous  prendrons 
comme  support  du  schéma  cayleyen  classique. 


IV.  —  L  ÉDIFICE  GÉOMÉTRIQUE  CAYLEYEN  A  ABSOLU  RÉEL. 


1^8.  Généralités.  —  Reprenons  Tétude  de  l'édifice  cayleyen  au  moyen 
du  schéma  classique,  en  supposant  cette  fois  que  l'absolu  est  une  conique 
réelle  F  que  n.ou«  supposerons  convexe.  Nous  calquerons  nos  définitions 
sur  celles  données  plus  haut  en  les  modifiant  seulement  de  façon  à  établir 
la  correspondance  ^ntre  la  réalité  des  éléments.  Or  ceci  n'est  possible  que 
si  nous  limitons  nos  considérations  à  la  région  intérieure  à  V.  En  eflet. 
prenons  un  point  O  de  la  région  extérieure  et  soient  deux,  droites  D  et  D' 
issues  de  ce  point;  les  tangentes  ijienées  par  lui  à  F  seront  deux  droites 
réelles  O  |jt.  et  O  [jl' et  le  rapport  anharmonique  (D,  P',  O  ij.^,  O  \x')  sera 
ivégatif  ou  positif  suivant  que-  les  couples  D,  D'  et  O  |i.,  O  jji'  seront 
enchevêtrés  ou  non;  il  sera  donc  impossible  de  choisir  la  constante  K'  de 
telle  sorte  que  l'i  aagle  )  de  deux  [droites]  réelles  soit  lai-méme  réel  quelle 
qijpe  soit  leur  disposition. 

C'est  pour  cette  ^raison  que  nous  supposerons  l'absolu  convexe  e^qu^e 
nous  limiterons  le  schéma  à  son  intérieur  (-).  Tout  [point]  de  l'édifice 
cayleyen  sera  alors  représenté  par  un  point  du  schéma,  toute  [droite]  paç 
un  segment  rectiligne  intérieur  à  F. 

129.  [Distances  et  angles].  —  Prenons,  deux  points  quelconques  M 
et  M'  intérieurs  à  l'absolu;  les  points  de  rencontre  P  et  Q  de  la  droite  qui 
les  joint  avec  la  conique  F  sont  certainement  réels  et  les  deux  couples  M,  M;' 
et  P.  Q  ne  sont  pas  enchevêtrés;  nous  définirons  donc  la  [distance]  des 
deux  [points]  correspondants  de  l'édifice  cayleyen  par  la  formule 


(Pi) 


[MM'l=ilog(M,  M',  P,  Q), 


K  étant  une  constante  réelle  que  nous  appellerons  p  • 

De  façon  analogue,  considérons  deux  [droites]  dont  les  segments  repré- 
sentatifs se  coupent  à  Fintérieur  de  l'absolu  (nous  dirons  que  ces  [droites] 
sont  [sécantes]).  Les  tangentes  menées  à  Fabsolu  par  leur  point  de  ren- 

(')  Il  y  a  là  quelque  cliose  d'analogue  avec  la  façon  bien  connue  dont  on 
constitue  une  surface  unilatère  à  l'aide  d'une  bande  de  papier  dont  on  raccorde 
les  extrémités  après  un  retournement. 

(^)  C'est  également  pour  des  raisons  analogues  que  nous  rejetons  les  absolu» 
dont  l'équalioi)  ne  serait  pas  réelle. 
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contre  sont  imaginaires  conjuguées,  le  rapport  anharmonique  que  ces 
tangentes  forment  avec  les  deux  droites  est  ici  encore  un  nombre  complexe 
de  module  égal  à  l'unité  et  nous  conservons  par  suite  la  formule  de  défi- 
nition des  [angles]  cayleyens  sous  la  forme 

(i3)  LDD']=,^^Iog(D,  D',  Oî.,  G/). 

On  pourra  alors  répéter  tous  les  raisonnements  faits  au  paragraphe  III  en  y. 
remplaçant  seulement  R  par  Rj  dans  les  expressions  relatives  aux  distances. 
En  particulier,  la  formule  de  Cayley  deviendra 

On  y  voit  immédiatement  que  la  |  distance  |  cayleyennp  est  nulle  si  les 
points  M  et  M'  sont  confondus  et  qu'elle  grandit  au  contraire  indéfiniment 
si  l'un  des  deux  points  s'approche  de  l'absolu.  Cet  absolu  joue  donc  le  rôle 
â'injini  inaccessible  pour  l'intérieur  de  F  et,  a  fortiori^  l'espace  extérieur 
à  cette  coniqtie  est  lui-même  inaccessible. 

Deux  [droites  I  dont  les  segments  leprésentatifs  se  coupent  sur  l'absolu 
ont  un  [point  I  commun  à  [distance  ]  infinie,  elles  seront  dites  [parallèles]; 
deux  [droites]  dont  les  segments  représentatifs  se  coupent  en  dehors  de 
l'absolu  n'ont  aucun  point  commun,  ce  sont  des  [non-sécantes]  (^).  Par 
un  [point]  pris  en  dehors  d'une  [droite],  on  peut  lui  mener  deux 
I  parallèles]  et  une  infinité  de  [non-sécantes]. 

On  verra  de  même  facilement  que  la  condition  d'orthogonalité  de  deux 
[droites]  se  traduit  par  le  fait  que  les  segments  représentatifs  correspon- 
dants sont  conjugués  par  rapport  à  l'absolu.  Elles  ont  alors  certainement 
un  [point]  commun.  Deux  [droites]  j  non-sécantes]  quelconques  ont  alors 
une  [perpendiculaire  commune]  (et  une  seule)  qui  définit  en  même  temps 
leur  [plus  courte  distane^e]. 

La  formule  fondamtentale  de  la  trigonométrie  cayleyenne  deviendra  : 

(i5)  ch  '-^  =  ch  ^  ch '-^  — sh  ^  sh  !-^'cos[A]. 

On  trouvera  aussi  que  r[aire]  d'un  triangle  a  pour  expression 

R'i[;;_(A-^-R-hG)], 

A,  B,  C  désignant  les  mesures  cayleyennes  de  ses  [angles].  En  particulier, 
un  triangle  inscrit  dans  l'absolu,  a  ses  trois  [angles]  nuls  et  par  suite  son 
[aire]  est  égale  à  ;:R-;  comme  d'autre  part  on  peut  évidemment  paver 
l'intérieur  de  l'absolu  avec  une  infinité  de  tels  triangles,  la,|  surface  J  totale 
de  cette  région  est  infinie  comme  ses  [dimensions  linéaires]. 

(')  i\ous  n'avons  pas  dcfiiii  1' [angle]  de  deux  [  non-sécanlcsl. 
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130.  Lien  entre  l'édifice  cayleyen  (à  absolu  réel)  et  la  géométrie» 
non  euclijiienne  de  Lipbatschewsky.  —  Lobatschewsky  et  Bolyai  ont 
édifié  une  géométrie  non  ewcliclienne  en  rejetant  seulement  le  postulatum 
d'Euclide  et  en  admettant  que  paf  un  point  on  peut  mener  plus  d'une 
parallèle  à  une  droite;  On  pourrait  ici  encore,  en  en  poursuivant  le  déve- 
loppement (ce  que  nous  ne  ferons  pas),  démontref  Tidentité  de  Tédificc 
logique  ainsi  constr'uit  avec  celui  qui  vient  de  faite  l'objet  des  paragraphes 
précédents. 

loi.  Le  schéma  de  Poincarê.  —  En  eflectuanl  au  besoin  une  trans- 
formation homographique,  nous  pouvons  prendre  pour  absolu  (lorsque 
celui-ci  est  réel  ^  le  cercle  d'équation 


(t)  .r-^-h  F'— H- 


o. 


INous  pourrions  déduire  du  schéma  classique  un  schéma  sphé'-ique  en 
ttlenant  en  O  une  sphète  S  tangente  au  plan  U  et  de  rayon  1*  L  en  projetant 
à  partir  de  son  centre  C  les  points  M  du  schéma  en  m  ei  en  /«^  sut  la  sphère; 
mais  ce  schéma  ne  nous  serait  ici  d'aucune  utilité  puisqu'il  serait  entière- 
nient  imaginaire.  Nous  nous  en  servirons  cependant  conime  intermédiaire 
pour  établir  un  schéma  intéressant  dû  à  Poincarê  e*  *"n  étudier  les  propriétés* 

Les  points  >n  ei  iiti  étant  obtenus  par  le  procédé  précédent  sur  la  sphère  S, 
flous  en  elTectuerons  la  projection  stéréographique  sur  le  plan  11  en  prenant 
comme  point  de  vue  le  point  O'  de  S  diamétralement  opposé  à  O.  On 
obtient  ainsi  deux  points  \j.  et  jjt, ;  il  est  très  facile  de  constater  que  si  l'on 
pose  OM  1=:  /•  et  O  [i  =  o,  il  y  a  entre  ces  deux,  longueurs  la  relation 

On  on  déduit  inïmédidtement  que  les  points  \i  et  {jL|  sorti  réels  dès  que  le 
point  M  est  intérieur  à  l'absolu  (/'<  R)  et  que  les  deux  Valeurs  de  p  que 
l'on  peut  tirer  de  cette  équation  sont  positives  et  séparées  par  le  nombre  a  R. 
En  ne  retenant  que  le  point  [x  qui  est  le  plus  proche  de  O,  on  établit  ainsi 
Une  correspondance  biuniyoque  entl-e  l'intérieur  du  cercle  F  et  celui  du 
cercle  F'  de  rayon  R' =  _>.  R. 

A  une  [droite]  de  l'édifice  cayleyen  correspond  un  ^rand  cercle  de  la 
sphère  S,  celui-ci  donne  à  nouveau  un  cercle  dans  le  schéma  de  Poincarê* 
La  puissance  de  O  par  rapport  à  ce  cercle  est  O  [x.  0  (i-i  =  4l^"'>  i^  est  donc 
orthogonal  au  cercle  t". 

INous  obtiendrons  ensuite  facilement  l'expression  de  la  [distance]  cay- 
leyenne  dans  notre  nouveau  schéma.  Soient  en  effet  ?n  et  lii'  deux  points 

du  schéma  sphérique  et  9  l'angle  au  centre  m  Cm',  la  [distance]  des  [  points] 
correspondants  de  l'édifice  est  égale,  comme  nous  l'avons  vu,  à  Rïç;  or 

l'angle  -  (  sous-lendani  le  segment  mm'  dans  le  grand  cercle  contenant  cc5 
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points)  est  égal,  d'après  le  théorème  de  Laguerre,  à 

--.  log(m,  m\  J,  J), 

I  et  J  désignant  les  points  cycliques  du  plan  de  ce  grand  cercle.  Ge  rapport 
anharmonique  se  conserve  dans  la  projection  stéréographique  (^),  les 
points  I  et  J  deviennent  les  points  de  rencontre  P  et  Q  de  la  [droite]  (jL|jt.^ 
avec  le  cercle  F' et  nous  obtenons  la  [distance]  cayleyenne  sous  la  forme 

[{Xfx']  =  Rlog(Ht,  u',  P,  Q)=^'log({a,  fx',  P,  Q). 

Quant  [à  Tj  angle]  "cayleyen,  sa  représentation  est  immédiate,  elle  est 
fournie,  sur  le  schéma  de  Poincaré  comme  sur  le  schéma  sphérique,  par 
l'angle  euclidien  des  deux  cercles  qui  correspondent  à  ses  côtés. 

En  résumé,  dans  le  schéma  de  Poincaré  : 

"1"  Un  [point]  est  représenté  par  un  point  intérieur  à  F';  une  [droite], 

par  la  portion  d'un  cercle  orthogonal  à  F'  intérieure  à  ce  dernier  cercle. 

R' 
'2'»  La  [distance]  de  deux  points  a  pour  valeur  —  log({jL,  jji',  P,  Q),  a  et  [x' 

étant  les  points  représentatifs  correspondants  et  P  et  Q  les  points  d'inter- 
section du  cercle  représentatif  de  la  [droite]  [i\i'  avec  F'. 
3"  Les  [angles]  gardent  leur  signification  euclidienne. 

132.  Autre  forme  du  schéma  de  Poincaré.  —  Poincaré  a  fait  usage 
de  ce  schéma,  sous  une  forme  à  peine  modifiée,  dans  la  théorie  des  groupes 
fuchsiens.  Transformons  le  schéma  précédent  par  une  inversion  dont  le 
pôle  soit  sur  F/;  ce  cercrc  se  transformera  en  une  droite  que  nous  pren- 
drons pour  nouvel  axe  Ox,  son  intérieur  se  transformera  en  un  demi->plan 
dans  lequel  nous  placerons  la  partie  positive  de  Taxe  Oy  et  que  nous 
appellerons  le  demi-plan  supérieur.  L'inversion  conservant,  comme  nous 
l'avons  déjà  rappelé,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  sur  un 
cercle  ainsi  que  les  angles,  les  définitions  données  au  paragraphe  précé- 
dent subsistent  entièrement  pour  ce  schéma  en  y  substituant  Ox  à  F'. 

Un  calcul  très  facile  donnera  pour  l'élément  de  [longueur]  cayleyenne  la 
formule 

(16)  ds''-=  R2  -— -^  , 

y- 

et  pour  réiément  d'[aire] 

R2 

(17)  f/j  =  — -,  dxdy. 

En  particulier,  partant  de  la  première  de  ces  deux  formes  quadratiques, 

(')  Voir  par  exemple  pour  la  démonstration  de  cette  propriété  de  l'inversion  : 
Hadamard,  Leçons  de  géométrie  élémentaire,  t.  II,  p.  4oi. 
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le  lecteur  pourra  rechercher  les  [géodésiqucs  1  de  l'édifice  cayleyen  ('),  11 
sera  conduit  à  l'équation  différentielle 


\  clx  j  ' 


qui,  par  deux  intégrations  successives,  donne 

y-  4-^2=2  i^X  H-  C. 

Les  [^  géodésiques  ]  de  rédifice  cayleyen  en  sont  donc  aussi  les  [droites], 
cofume  dans  l'édifice  euclidien. 

V.  —  LES  DÉPLACEMENTS  CAYLEYENS. 


l:»)).  Généralités  et  définitiODS.  —  Nous  n'avons  pas  l'inteniion  de 
poursuivre  davantage  l'étude  de  l'édifice  Cayleyen;  mais,  néanmoins,  nous 
ne  saurions  terminer  ce  Chapitre  sans  dire  un  mot  d'une  de  ses  propriétés 
essentielles. 

Les  définitions  que  nous  avons  mises  à  lu  base  de  nos  considération» 
peuvent  paraître  bien  aj'.bitraines  et  il  est  permis  de  se  demander  si  l'on  ne 
pourrait  pas  leur  en  s-ubsiituer  d'autres  conduisanl  à  des  édifices  logiques 
également  intéressants. 

La  chose  est  effectivement  possible,,  mais  Sophus  Lie  a  montré  que  les 
définitions  cayleycnnes  des  |  distances]  et  des  [angles]  sont  les  seules  qui 
conduisent  à  des  édifices  logiques  admettant  des  [déplacements]  po^sédantle 
même  nombre  dfe  paramètres  que  les  déplacements  de  i'édifîce  euclidien  (2). 

C'est  cette  propriété  fondamentale  qui  donne  toute  son  importance  à 
l'édifice  cayleyen  et  nous  tenons  à  en  dire  au  moins  quelques  mots  en 
renvoyant  pour  plus  de  détails  à  l'Ouvrage  de  Darboux. 

Nous  appellerons  [déplacement]  cayleyen  toute  transformation  ponc- 
tuelle conservant  les  [distances].  Une  telle  transformation  conserve  les 
[lignes  géodésiques],  elle  transforme  donc  les  [droites]  en  [droites]. 

Raisonnons  maintenant  sur  le  schéma  cayleyen  classique;  le  [déplace- 
ment] se  traduira  par  une  transformation  du  plan  en  lui-même  conservant 
les  droites,  ce  sera  donc  une  transformation  homographique.  De  plus,  cette 
transformation  doit  également  conserver  l'absolu  puisque  celui-ci  corres- 
pond au  lieu  des  [points  à  l'infini].  Réciproquement,  il  est  évident  que 
toute  transformation  projective  qui  conserve  l'absolu  laisse  invariantes  les 
[distances]  cayleyennes. 

(')  Oa  vérifiera  de  même  que  l'espace  cayleyen  à  absolu  réel  a   une  courbure 

constante  négative  égale  à  —  —  •  On  pourrait  en  donner  un  schéma  dans  lequel 

les  [distances]  et  les  [angles]  seraient  représentés  par  des  distances  et  des  angles 
euclidiens,  en  le  traçant  sur  une  surface  à  courbure  totale  constante  négative. 

(-)  Les  définittôns  euclidiennes  peuvent  du  reste  être  regardées  comme  un  ca» 
limite  des  définitions  cayleyennes.  L'absolu  est  alors  dégénéré  et  se  réduit,  au 
point  de  vue  langenticl,  aux  deux  points  cycliques  {cf.  Darboux,  loc.  cit.). 
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134.  Cas  OÙ  l'absolu  est  pseudo-réel.  —  Lorsque  l'absolu  est  pseudo- 
réel,  on  peut  toujours,  comme  nous  l'avons  fait  au  n"  125,  supposer  qu'il 
coïncide  avec  le  cercle  d'équation 

X,  y,  z  désignant  des  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  homogènes. 
Une  transformation  homographique  quelconque  pourra  toujours  s'écrire 

sous  la  forme 

r       x' ■=■  ax -\-  by  -h  cR^, 

(i8)  <      j-'=  «i-r -I- 6ijK -+- CiR^, 

\    Rs'=  aga? -h  62JK -H  c^R^  ; 

et  comme  on  peut  en  multiplier  arbitrairement  les  coefficients  par  un 
même  nombre,  nous  pourrons  supposer  qu'elle  doit  transformer  en  elle- 
même  la  forme  quadratique  X'-^y--h  R-z'-. 

Lès  transformations  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  les  substitutions 
orthogonales  eOectuées  sur  les  variables  .r,  /,  i\z;  elles  dépendent  bien, 
dans  le  cas  de  l'édifice  à  deux  dimensions,  de  trois  paramètres  arbitraires. 

Les  dé[)lacements  ainsi  défi.his  conservent  évidemment -les  [^angles];  on 
peut  se  demander  s'ils  en  conservent  également  le  sens.  C'est  en  s'aidant 
du  schéma  sphériquc  que  cette  question  s'étudiera  le  plus  facilement. 

Rapportons  la  sphère  S  du  n**  125  à  trois  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires CÇ,  G/),  G^  passant  par  son  centre,  les  axes  GÇ  et  C-t\  étant  res- 
pectivement parallèles  aux  axes  O^r  et  Oy  du  plan  II  et  l'axe  G^  étant 
dirigé  vers  le  point  O. 

Un  calcul  immédiat  donne  les  coordotinées  des  points  m  et  m'  de  lu 
sphère  en  fonctign  de  celles  du  point  M  du  plan  II  sous  la  forme 


V^2-4-JK--^-  ^'^- 


(,(j)  {y^=-j======f===.  (£  =  ±:i> 

\j X-  -^ y-  ->(-  W^z^ 


C- 


R2^ 


Le  [déplacement]  cayleyen  se  traduira  alors  par  les  formule» 

T,'=  a-i^ -+- ^>ir, -h  CiÇ, 

^'=  a,^  -t-  ôoTj  H-  C2  C, 

qui  correspondent,  comme  il  fallait  bien  s'y  attendre,  à  un  déplacement 
euclidien  sur  la  sphère. 

Geci  posé,  nous  savons  qu'à  chaque  point  de  la  sphère  S  correspond  un 
point  unique  du  schéma  W  situé  d'un  côté  bien  déterminé  du  plan  qui  le 
porte.  Nous  allons  alors  être  conduits  à  distinguer  deux  cas,  suivant  le 
signe  du  module  jji  de  la  substitution  : 
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ï«  {jL  =  H-i.  Considérons  autour  d'un  point  m  de  la  sphère  une  figure 
quelconque  (/),  les  formules  de  la  substitution  lui  font  correspondre,  autour 
d'un  autre  point  m'  de  S,  une  figure  (/')  formée^  d'éléments  égaux.  La 
Géométrie  euclidienne  élémentaire  nous  apprend  du  reste  que  ces  deux 
figures  sont  directement  superposables;  on  peut,  par  un  déplacement  con- 
tinu, les  amener  Tune  sur  l'autre.  Les  mêmes  circonstances  se  présentent 
pour  les  figures  (F)  et  (F')  du  plan  II'. 

a*'  [jt  =  — 1.  Les  deux  figures  (/)  et  (/')  ne  sont  plus  directement  super- 
posables; par  un  déplacement  continu  sur  la  sphère,  on  peut  amener  la 
Qgure  (/')  en  coïncidence  avec  la  figure  (/i),  symétrique  de  (/)  par  rapport 
au  point  G.  Sur  le  schéma  classique,  il  en  sera  de  même,  on  pourra  amener 
la  figure  (F')  dans  une  position  (Fj)  qui  sera  en  regard  de  la  figure  (^F) 
mais  qui  ne  coïncidera  pas  avec  elle,  car  elle  ne  sera  pas  du  même  côté  du 
plan.  Il  faudrait  que  nous  puissions  soit  sortir  du  schéma,  soit  le  traverser, 
[)our  pouvoir  établir  la  coïncidence. 

Il  y  a  donc  analogie  complète  entre  cette  étude  et  celle  que  Ton  peut, 
faire  des  figures  égales  dans  l'espace  euclidien  classique. 

On  pourra  du  reste,  ici  aussi,  mettre  en  évidence  les  trois  paramètres 
dont  dépend  le  [déplacement]  en  se  servant  soit  des  angles  d'Eulcr,  soii 
des  paramètres  d'Olindes  Rodrigues  {voir  t.  II,  p.  38i). 

135.  Cas  où  l'absolu  est  réeL  ^-  Les  considérations  précédenlcs,  qui 
se  présentent  d'une  façon  toute  naturelle  lorsque  l'absolu  est  pseudo-réel, 
pourraient  encore  s'appliquer  au  cas  d'un  absolu  réel,  mais  il  faudrait  alors 
faire  intervenir  des  substitutions  à  coefficients  imaginaires.  Nous  laisserons 
au  lecteur  le  soin  de  faire  les  modifications  nécessaires  et  nous  nous  con- 
tenterons de  dire  quelques  mots  des  [déplacements]  cayleycns  sur  le 
schéma  de  Poincaré  étendu  à  l'ensemble  du  demi-plan. 

Nous  reprendrons  les  notations  qui  nous  ont  servi  aux  n"*  131  et  132. 
Dans  le  plan  II  du  schéma  classique,  le  [déplacement]  se  traduit  par  une 
transformation  projective  conservant  l'absolu  F;  les  points  de  cet  absolu 
subiront  donc  sur  lui  une  transformation  homographique  et  il  en  sera  de 
même  des  points  du  cercle  V  (qui  se  déduisent  desi  points  F  par  une 
homothétie  de  rapport  2)  et  aussi  des  points  de  l'axe  Ox  transformé  par 
inversion  du  cercle  F'  dans  la  seconde  forme  du  schéma  de  Poincaré. 

Sur  ce  dernier  schéma,  le  [déplacement]  se  traduira  donc  par  une  trans- 
formation ponctuelle  conservant  les  cercles  orthogonaux  à  O^  (puisque 
ceux-ci  représentent  lès  [droites]  de  Tédifice  cayleyen)  et  se  réduisant  à 
une  transformation  homographique  sur  l'axe  O^  lui-même. 

Ceci  va  nous  permettre  de  trouver  très  facilement  les  formules  générales 
de  la  transformation.  Soient  en  effet  M  un  point  du  schéma  de  coordonnées  x 
et  jKj  et  Ml  son  symétrique  par  rapport  a  l'axe  0.2:.  L'ensemble  des  cercles 
passant  par  ces  deux  points  forme  un  faisceau  linéaire  ayant  Ox  pour  base. 
Sur  cette  droite,  ce  faisceau  aura  deux  points  limites  imaginaires  dont  les 
abscisses  seront  les  nombres  complexes  ^  =  x  -+-  iy  et  t'  =^  x  —  iy. 
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Ûcsdfiux  nombres  complexes  peuvent  alors  être  regardés  indifféremment 
ôomme  les  abscisses  (sur  la  droite  Ox)  de  ces  points  limites  ou  comme  les 
af fixes  (dans  le  plan)  des  points  M  et  Mi. 

Dans  un  [déplacement]  amenant  les  points  M  et  M|  en  M'  et  M',,  le 
faisceau  de  cercles  se  transformera  en  un  autre  faisceau  de  cercles  et  le» 
abscisses  Hes  nouveaux  points  limites  se  déduiront  de  celles  des  anciens 
par  une  substitution  homographique  à  c,oefficients  réeJs. 

L'effet  du  [déplacement]  se  traduira  donc  sur  Taffixe  du  point  INI  par  la 
formule 

a^H-  8 

5^>  ,^»  Y»  ^  étant  des  coefficients  réels. 

De  là  on  peut  tirer  les  formules  de  la  transformation  ponctuelle  sous  la 

forme 

^  _  aY(^^--t-jK-^)-+-(ao-t-  '^:;)x  -h  [JS 

(«8— HT)r 


X   = 
<2I) 

r  = 


'({x--h y'^)-h  -lyZx  -^ù- 


Cctte  transformation  du  plan  en  iui-miême  conservera  les  angles  (puisque 
la  relation  entre  t  et  t'  est  analytique);  il  fallait  s'y  attendre  puisque  les 
[angles]  cayleyens  doivent  être  conservés  dans  le  [déplacement]  et  qu'ils 
sont  représentés  sur  le  schéma  de  Poincaré  par  des  angles  euclidiens.  11  y 
a  lieu  cependant  de  préciser  ce  point.  Nous  avons  convenu,  en  établissant 
le  schéma  de  Poincaré,  de  ne  considérer  que  celui  des  deux  points  M  et  Mi 
dont  l'ordonnée  est  positive. 

Or  si  aô  —  '^^  ">  o,y  et  y'  sont  de  même  signe,  et  le  [déplacement]  trans- 
formera tout  point  M  du  demi-plan  supérieur  en  un  point  M'  situé  dans  ce 
même  demi-plan.  Les  angles  d'une  figure  tracée  au  voisinage  du  point  M 
seront  alors  directement  égaux  aux  angles  correspondants  de  la  figure 
transformée. 

Si,  au  contraire,  aô — [iy  <  o,  le  point  M  se  transformera  ^.n.  un  point 
situé  dans  le  demi-plan  opposé,  il  faudra  donc  ramener  ce  derniei*  dans  le 
demi-plan  supérieur  en  lui  substituant  son  symétrique  par  rapport  à  Ox 
et  le  sens  des  angles  se  trouvera  renversé  par  le  [déplacement]. 

Ces  particularités  tiennent  à  ce  que  le  [point]  de  Tédifice  cayleyen  est 
représenté  en  réalité  par  l'ensemble  des  deuxpoints  M  et  Mi  du  schéma  ; 
ce  n'est  que  par  Une  convention  arbitraire  que  nous  pouvons  faire  jouer 
un  rôle  particulier  à  1  un  des  points  et  nous  ne  pouvons  pas  établir  cette 
distinction  analytiquement. 

Nous  retrouvons  donc  bien  ici  encore  les  deux  espèces  de  [déplacements] 
que  nous  avons  déjà  rencontrées  dans  les  édifices  à  absolu  pseudo-réel. 
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